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Resumo:

Neste trabalho apresentamos formulas para o calculo da fungdo de renovamento do ciclo
de ocupacéo da fila de espera M|G|¥ . O seu valor em t d4 o nUmero médio de periodos de
ocupacdo que se iniciam em [O,t]. Consideramos distribuicfes de servico para as quais a
funcéo de renovamento é dada por uma expressdo simples e outras para as quais ela é mais
complicada, nomeadamente: exponencial, NBUE (New Better Than Used in Expectation),
NWUE (New Worse Than Used in Expectation), DFR (Decreasing Failure Rate), IMRL
(Increasing Mean Residual Life) e poténcia.
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ABSTRACT:

In this paper we present formulas to compute the busy cycle renewa function for the

M|G[¥ queue. It's value in t gives the mean number of busy periods that begin in [0,t].
We consider service time distributions for wich the renewal function is given for a smple
expression and others for wich it is more complicated, namely: exponential, NBUE (New
Better Than Used in Expectation), NWUE (New Worse Than Used in Expectation), DFR
(Decreasing Failure Rate), IMRL (Increasing Mean Residua Life) and power function.
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1. INTRODUCAO

No sistema de fila de espera M|G|¥, | é a taxa do processo de Poisson de chegadas
dos clientes, cada cliente recebe um servico cuja duragdo é uma variavel deatdria positiva

com fung&o de distribui¢do G(>) e média a, tendo-se a = (‘5 [1- G(t)]dt, ha infinitos

servidores e 0 servico de cada cliente é independente dos outros clientes e do processo de
chegadas. A intensidade de tréfego é dadapor r =1 a .

Num sistema de fila de espera costuma-se designar por periodo de ocupacdo um
periodo que se inicia quando um cliente chega ao sistema estando ele vazio, termina quando
um cliente o abandona deixando-o vazio, e em que ha sempre pelo menos um cliente presente.
Assm, num sistema de fila de espera, h& uma sucessdo de periodos de desocupacdo e de
periodos de ocupacao.

Segja 0 sistema M|G|¥ com origem dos tempos a coincidir com o inicio de um periodo

de ocupagdo. Os instantes O,t,,t,,... en que se inicia um periodo de ocupagdo, sd0 0s
instantes de chegada de um processo de renovamento (Takacs, 1962). Diremos que um ciclo
esta completo sempre que ocorre um renovamento, isto & um inicio de um periodo de
ocupacdo. Chamaremos a esses ciclos, ciclos de ocupagéo, e a sua duragdo € uma variavel
aleatoria que designaremos por Z.

Ent&o,

Z=B+l (1.1)

em que B éa duragdo do periodo de ocupacdo e | ado periodo de desocupagéo.
(Takécs, 1962) mostrou que B e | sdo estocasticamente independenes e, ainda, que a

transformada de Laplace-Stieltjes de Z, Z(s) , € dada por

Z(s)=1- _r (1.2),

) o -1 Q- 6(v)lav N
em que POO(S) e atransformada de Laplace-Stieltjes de p,, (t) =e , probabilidade

de o0 sistema estar desocupado no instante t dado que inicialmente esta desocupado.

Aquele autor mostrou no mesmo trabaho que



E[z] = g (1.3)

e
-1 3[z6(v)]dv o}
E[ZZ] = 9| g2 d‘ ' Qroav o :dt +2] 2 (14).
[}
Sendo | exponenciadmente distribuida com par@metro | a Transformada de Laplace-
Stieltjes de | é dada por I_(s)=|ITS e 0 quociente % conduz a expresséo
S

= 1é 1 U

B(s) = 1""—(,5' P—(S)Q para a Transformada de Laplace-Stidtjes de B (Stadje (1985)),
e oo\>/U

cujainversdo € um problema complexo excepto para distribui¢des de servico particulares (ver

(Ferreira, 1991, 1995, 1998)).

Neste trabalho o estudo va centrar-se no ciclo de ocupacdo da fila de espera M|G[¥,
concretamente no estudo da sua fungdo de renovamento.

2.  FUNCAO DE RENOVAMENTO DO CICLO DE OCUPACAO DA FILA DE
ESPERA M|G|¥

A funcdo de renovamento, R, de um processo de renovamento € dada por

R=1+F+F?>+F?+...,emque F" éafuncfo de distribuicio da convolugio n vezes
por ele préprio do tempo entre renovamentos (ver, por exemplo, (Cinlar, 1975)). D4 0 nimero

medio de renovamentos em [O, t] . No caso do ciclo de ocupacdo a fungéo de renovamento da
0 numero médio de periodos de ocupacdo que seiniciam em [O, t] :

Para calcular afungdo de renovamento no caso do ciclo de ocupagdo dafila de espera
M|GJ¥ notemos que passando a Transformada de Laplace-Stidltjes,




=Rl - (g1 Ly (). 50 RO= ol 1 o,

ousga

-1 Qm[l— G(v)]dv
e

Rit)=e @ d du (2.1)

Note-se que:

+| e" Qtepl b(r)n[l‘G(V)]dVdu _

u_
~ta=
u

l e lim g -Gl lg:iu =

ser e @ 1y,

Entdo, facilmente se mostra que:

éip). u_VARZ]|+E?[Z]

g g el

(2.2),

como tem que acontecer com a fungao de renovamento.

- Como €' £ py(t)£1,

Py (t) +1 et £ R(t) £ pyolt)+1t (2.3)

€, ainda,



e’ (L+1t)ER{E)E1+]t (2.4),

concluindo-se que

lim R(t)=1+1t (2.5),

a®0

0 que é inteiramente 16gico visto que, quando o tempo de servico € nulo, cada
cliente que chega inicia um periodo de ocupagdo. E as chegadas, no sistema M|GJ¥,
dao-se de acordo com um processo de Poisson detaxa | .

d

SR = Pl 10- GO+ Polt) =1 G{pole)? O,

Portanto R(t) € uma fung&o ndo decrescentede t.

3. VALORES DE R(t) PARA ALGUMAS DISTRIBUICOES DE SERVICO
PARTICULARES

Ve amos agora sistemas M|G|¥ para os quais é possivel obter expressdes simples para
R(t) :

o) =5 +(19i e

olaetle _ e

Entdo, a partir da expressdo (2.1) obtém-se R(t) =1+l e't.

Em coeréncia com este resultado, mostra-se facilmente que, para este sistema, Z é
exponenciamente distribuidacomtaxal € " e, ainda, que



_ VAR[Z]+E?[Z]

R(t)- 1e"t 2E°T7]

=0, t3 0.

Para esta distribuicdo de servico, B € uma mistura de uma varidve aeatéria
degenerada na origem, com coeficiente €', com uma exponencial de pardmetro
| ", com coeficiente 1- e (Ferreira, 1991).

_10, t<a

G(t)_ll (3 g (servigo constante de valor a),
|
|.e-|t, t<a
Poolt) =]
te’, t3a
il t<a

Portanto, Rlt)= .
tanto, Rt M+le(t-a) t3a

Neste caso conclui-se ainda que

_ VAR[z]+E?[Z]
2E?[Z]

R{t)- le't =0, t3 a.

1

e_I d[l_e(v)]dv = (1- e’ )e_I rer +e".

!y

Portanto, R(t) =" +{L- e P +le't+e l-e')e o' .




Neste caso R(t)- le't-

VAR[Z]+E*[Z] _

2E?[Z]

e‘r(l- e’r)e-I

1
1
e’ t3 3. Eda

diferenca converge para zero quando t tende para infinito, e € inferior ou igua a e

parat 3 I log

1-e"

e'fl-e)

Para esta distribuicéo de servico, B é exponencia mente distribuida com valor médio

L -——t
probabilidade é dada por z(t)= . 2§e CRE.

Parao sistemaM|MJ¥ tem-se
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€, em consequéncia,
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(Ferreira, 1995). No entanto, Z ndo o0 é A sua funcdo de densidade de

(3.1)

(3.2)

Comparando a aproximacdo assintotica definida por (2.2) para o sistema MM}

(RMa(t)) com R" (t) tem-se para os valores seguintesdeter (com | =1):

| =1
r 5 1 10
EolR™() | RY) | R™(1) | R'() | R™() | R'()
1 1,3859687 1,4075578 1,2205880 1,2352980 1,1302225 1,0261824
5 3,8120913 3,8120980 2,6921058 2,6921099 1,1304041 1,1099338
10 6,8447446 6,8447444 4,5315030 4,5315030 1,1306311 1,1261263
20 12,910051 12,910051 8,2102974 8,2102974 1,1310851 1,1303416
50 31,105971 31,105971 19,246681 19,246681 1,1324471 1,1324502




r 20 50 100

U RE) | R | R™(M) | ORE) | R™E) | R
1 1,0559557 1,0131526 1,0208523 1,0052754 1,0102063 1,0026401
5 1,0559557 1,0556439 1,0208523 1,0197302 1,0102063 1,0097296
10 1,0559557 1,0556439 1,0208523 1,0208230 1,0102063 1,0101976
20 1,0559557 1,0559485 1,0208523 1,0208522 1,0102063 1,0102062
50 1,0559558 1,0559558 1,0208523 1,0208523 1,0102063 1,0102063

(Recorremos ao programa EUREKA porque as expressdes incorporam integrais de
limite infinito)

De notar que para as intensidades de trafego mais baixas, r =.5 e r =1, a partir de
t=10 R"A(t)=R"(t) haigualdade entre R** e R"I°(t) com oito algarismos significativos.

Para as mais elevadas, apenas a partir de t =50 se verifica essa igualdade, nas mesmas
circunstancias.

Para sistemas M|G|¥ com distribuicdo de servico relacionadas com a exponencia
tem-se:

Servico NBUE

Se a distribuicio de servico for NBUE de média a, (‘5[1 G(v)|avE (‘Sée:dv
((Ross, 1983), pag. 273) e, portanto,

RYEVE(t) £ RM (t) (33)

*
400
@ '7‘93
)

o~
S O

RYUE(t) £ e +1t (3.4)

Servico NWUE

Se a digtribuicio de servico for NWUE de média a, (‘5[1 G(v)]dv3 (‘Se:dv
(Ross, 1983) e

portanto,



R R ()

o~
O

r

[v]

RNWUE 3 e

S

"+ e 't

Servigo DFR

Se a distribuicdo de servico for DFR, 1- G(t)3 e
sendo g, o coeficiente de variagdo de servigo. Assm,

|~
]
N|m©N

Servi¢co IMRL

Se a distribuicdo de servico for IMRL, 1-

é[l- G(v)]dv ,

(3.5)

(36)

((Ross, 1983), pag. 265)

(3.7)

) 2ta_ 2a

—_ —‘Tb+1
sendo m os

momentos de ordem r de G(>) em torno da origem ((Brown, 1981) e (Cox, 1962), pag. 64),

(3.8).

Finamente, se a distribuicdo de servico for uma funcdo poténcia de pardmetro

B Ve
e c+lg



Servico POTENCIA

F2) tc-¢-19 F2) uc+1(‘_j,

- | Gt- = -1 Gu- " =
e : oy (‘Qte : “Logu, t£1

e (3.9).

i
I
R°(t)=1
%e‘r +] ée—“éu “logu+l e (- 2), t>1

Mostra-se facilmente que para este sistema,

F-2) uc+lt_')

-l Gu-——=2
R%(t)=e" +I (Se B TRy 4 e (t-1) (3.10)

Portanto, apartir de t =1 (3.9) éidénticaa aproximagdo assintética (2.2).

Note-se que, para os sistemas M|DJ¥ e com servico dado por uma fungdo poténcia,
R(t) éidénticaa R* (t) a partir do instante em que atingem as probabilidades estacionarias
para o processo populacional, respectivamente t =a e t =1. Mostra-se, diés, facilmente,
que se 1- G(t):O, t3t:

-I‘tl-Gv dv [ o)
e Qo) +I(‘§e gl du, t£1,

i

R(t) :% (3.12)
|
T

-1 8 [1- 6(v)]av
e‘r+IQte Q dutle(t-t), t>t,

correspondendo o segundo ramo de (3.11) a aproximacéo assintética (2.2).



4. CONCLUSOES

Vimos que ha trés distribuicbes de servico para as quais R(t) € dada por uma
expressao simples.

-r

Note-se, no entanto, que no caso em que G(t) =— ©

e’ + (1- e’
de renovamento em estudo € um processo de Poisson. Assim, neste caso, tudo se conhece
guanto a distribuicdo do tempo que decorre entre os inicios de dois periodos de ocupacéo
consecutivos e também em relacdo a distribuicdo do nimero de periodos de ocupacdo que se
iniciam num intervalo qualquer.

)e‘” ,13 0 o processo

Quanto a outras distribuigdes de servico demos um relevo especial a exponencia

devido a importancia do sistema M|MJ¥ e, também, por permitir obter resultados para
distribuicdes com ela relacionadas, muito usadas em teoria da fiabilidade.
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