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Prefacio

O processo que consiste em dividir uma coleccio de abjectos em gripos
naturais, a partiv de wm conjunto de dados relativos aos objectos, é co-
nhecido por virios nomes sendo o mais popular o de “andlise de clusters”,
Os grupos sio designados por clusters e a ideia central no processo de for-
macio de clusters é a ideia de semelhanga. Objectos que pertencam ao
mesnio cluster sdo mais setelhantes entre si do que objectos pertencentes
a clusters diferentes.

Um dos principais objectivos da andlise de clusters é o de induzir uma
classificagao no conjunto dos objectos. E, como classificar é uma constante
da actividade hnmana e, em particular, de toda a investigacio cientifica,
nao admira que a prética da anélise de clusters seja da maior importiancia
em todas as 4reas de trabalho. Por exemplo, em biologia é usada para
derivar taxonomias de animais e plantas e agrupar genes de acordo com
a sua funcionalidade, e em andlise de mercados é usada para identificar
nichos de clientes com iguais preferéncias.

Actualmente devido & grande produgéao de dados e & emergéncia de novas
dreas de investigagao (datae mining e aprendizagem antomaitica, por exem-
plo) a andlise de clusters atravessa um vigoroso desenvolvimento. A sua
pritica e o conhecimento dos seus métodos interessam a um vasto leque de
estudiosos.

O presente texto, preparado para servir de base ao mini-curso que an-
tecede o XIT Congresso da Sociedade Portuguesa de [statistica, é uma
tentativa de fornecer, de uma lorma breve, uma visdao geral dos principais
métodos e principais problemas da anilise de clusters. Alguns métados,
mencionados no Capitulo b, realtmente aqueles menos usados pela generali-
dade dos ntilizadores, nao merecem aqui mais do que uma breve referéncia,
Espera-se que a bibliografia referida seja um guia atil para permitir ir mais
além no estudo destes métodos e das virias questdes que se colocam em
andlise de clusters e que aqui nao foram incluidas ou foram tratadas de
forma leve.



O nivel de matemética requerida para compreender o texto é minimo
e por isso tanto estudantes de estatistica como utilizadores da andlise de
clusters em geral nao deverao ter muita dificuldade em utilizé-lo. Os exer-
cicios propostos no final de alguns capitulas sao wma mistura de pequenos
projectos requerendo a utilizagdo do computbador, exemplos numéricos e
questoes Ledricas, sendo que estas (llimas correspondem muitas vezes a
desenvolvimentos de ideias apresentaclas no texto.

Quero agradecer aos meus amigos Sérgio Valente que elaborou um texto
para descrever o exemplo dos automéveis do Capitulo 6 e no qual a descrigao
que aqui é feita se inspirou, a Patricia Ferreira que, com paciencia, produziu
a Figura 1.1 e as Tabelas 1.1, 2.6 e 2.7 e & Ana Pires que cometeu a loucura
de se oferecer, e no fim eu nao fui capaz de recusar, para digitar o texto.
A sua ajuda foi preciosa, nao s6 porque me libertou da tarefa de digitagao,
muito morosa para mim, mas também pelas criticas e sugestdes que foi
fazendo & medida que o texto se ia desenvolvendo.

E claro que os erros e omissoes que restam séo da inteira responsabilidade
do autor que, desde ja, agradece a todos os que queiram comunicar falhas
que encontrarem ou contribuir com comentdarios construtivos.

Instituto Superior Técnico,

Lisboa, Julho de 2004

J. A.B.
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1

Introducao

1.1 Classificacao

A necessidade de reunir objectos semelhantes para formar grupos, dando
origem a uma classificagao, tem acompanhado a evoluciio da hinmanidade
desde os sens primordios até aos nossos dias. Imagina-se que no prineipio
esta actividade primitiva seria um recurso para a propria sobrevivéncia,
pois era vital reconhecer os animais ferozes, os frutos comestiveis e iden-
tificar as aves avisadoras de perigos e de climas. Mais tarde classificar
objectos tornou-se uma pratica essencial ao aperfeigoamento da organiza-
¢io da sociedade e ao progresso da maior parte das dreas cientificas. A
classificacio de animais e plantas estd na origem da teoria evolucionista de
Darwin, a classificagio dos elementos quimicos influenciou o conhecimento
da estrutura do dtomo, a classificncio das estruturas, dos fenémenos e dos
tempos geoldgicos é um aspecto fundamental na explicagao da origem e
evolugio do planeta em que vivemos, a classificagio dos astros contribuin
para formular as teorias em que se baseia a moderna astronomia e a clas-
sificagio das palavras permite compreender a estrutura das lingnas e saber
como elas evoluiram. Enquanto que estas classificagoes tradicionais estao
fortemente dependentes de elaboradas teorias sobre os fendmenos a clagsi-
ficar, modernamente é comum proceder & classificagio de fenémenos sobre
08 quais nao existem teorias bem definidas ou até sobre os quais nao existe
um grande conhecimento, como sio os casos, por exemplo, de dale mining
e andlise de mercados. Compreende-se assim que a classificagio continue
a constituir uma ferramenta fundamental na evolugdo do conhecimento
actual. De facto os objectivos finais da classificagdo sao a andlise de fené-
menos com vista a identificar quais sio as suas partes, como ¢ que elas se
interligam, e usar este conhecimento assim criado para predizer e controlar
o comportamento dos grupos e dos seus membros.

O homem moderno vive numa sociedade que estd organizada por grupos.
Fazem parte integrante do nosso mundo os pafses, as escolas, empresas,
profissoes, partitos politicos, religides e clubes da mais variada natureza,
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mma lista que o destino vai estendendo de maneira inexorivel com novos
grupos de entidades e ideios que vao surgindo com o passar do tempo e
com o evoluir do conhecimento. A necessidade de construir grupos é uma
caracteristica da actividade humana e sem divida um suporte essencial do
método de aprendizagem e do praprio método cientifico em geral.

(Nasgsificacio é um conceito cientifico para o qual é diffeil dar uma defi-
nicao. Boris Mirkin sugere, em Mirkin (1996), uma actualizacao de uma
definicio inicial avangada, hd longos anos, por J.S. Mill (1806-1873). De
acordo com a proposta actualizada,

Classificagdo é o verdadeiro ou ideal arranjo em conjunto
daqueles que sao iguais, e a separacao daqueles que sao
diferentes, sendo que a finalidade deste arranjo é primeira-
mente:

(i) formar e conservar o conhecimento,

(i) analisar a estrutura do fenémeno,

(iii) relacionar entre si os aspectos do fenémeno em
questao.

—

Uma andlise da classificacio nas vérias ciéncias revela que para com-
preender a estrutura do fenémeno ¢ a relagao entre os seus diversos aspec-
tos é conveniente basear a andlise em cinco dimenstes relevantes: historia,
estrutura, funcionalidade, atitude/acgio. Por exemplo, enquanto que na
classificacao em geologia se destacam as dimensdes relativas a estrutura e
& histéria (origem e evolugdo das camadas rochosas) em biologia interessa
considerar a estrutura, a histéria e a funcionalidade (como o movimento e
a reprodugio).

Embora a classificacao constitua a base para a compreensao das coisas
do mundo em que vivemos e a sua pratica seja tao longa como a existéncia
do préprio homem, nao parece que se tenha constituido numa disciplina
académica, coerente e independente, nem que pertenca a alguma das dis-
ciplinas académicas estabelecidas. A sua esfera de acg@io abrange todas as
4reas do conhecimento e é em cada uma delas que as teorias e métodos de
classificacao tém florescido.

O acto de classificar assenta numa diversidade grande de conhecimen-
tos, teorias e critérios, e é esta imensa dispersdo que possivelmente tem
dificultado a montagem de uma estrutura que permita elevar a classifi-
cacdo & categoria de ciéncia. Esta situagdo peculiar da classificacdo vem
constituindo motivo de reflexdo de grandes cientistas especializados em
classificacio (Hartigan, 1996 e Mirkin, 1996).

Sem esquecer estas preocupagoes, algumas de natureza filoséfica, muita
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da actividade ligada & classificagdo tem-se concentrado em aspectos ma-
tematicos definidos com o objectivo concreto de construir grupos a partir
de um conjunto inicial de individuos ou objectos. A frase seguinte, ex-
traida do prefacio em Mirkin (1996), traduz, em minha opiniao, o estado
em que actualmente se encontra a classificagao, enquanto corpo difuso de
uma grande variedade de conhecimentos:

The science of classification, which deals with the problems of
how classifications emerge, function and interact, is still un-
born. What we have in hand currently is clustering, the dis-
cipline aimed at revealing classifications in observed real-world
data.

1.2 Analise de clusters

A anslise de clusters é apenas mais uma maneira de produzir classificagdes.
Enquanto que a classificagio é um processo muito geral, actuando sobre
fenémenos do mundo real e usando todo o tipo de conhecimento disponivel,
a andlise de clusters actua sobre um conjunto de dados e usa métodos
mateméticos geralmente de forma automatica.

Partindo de um conjunto de dados relativos a objectos de uma colecgéo,
o seu objectivo consiste em construir grupos ou clusters de tal forma que
objectos dentro do mesmo grupo sio mais semelhantes do que objectos
situados em grupos diferentes, induzindo, desta maneira; uma classificagao
na colecgiio inicial. Com grande frequéncia verificamos que este procedi-
mento é pritica corrente em todos os ramos da actividade cientifica. E é
pretensao do analista identificar grupos genuinos e relevantes para os seus
estudos sempre que eles de facto existam, desejando ao mesmo tempo nao
ser ludibriado por revelagdes arbitrarias de grupos sem qualquer interesse
que a andlise possa revelar. Interessa conhecer como é que a andlise de
clusters responde a esta dupla exigéncia. Para isso é preciso percorrer um
longo caminho. O que se segue constitui uma parte de aspectos impor-
tantes da analise de clusters. Antes de comegar é conveniente lembrar que
a andlise de clusters assim como todo o processo de classificagdo em geral
se aplica tanto a animais como plantas, rochas, minerais € a todo o tipo
de fenémenos, factos e casos. Neste texto usa-se o termo “objectos” para
designar as entidades que sio elementos de nm grupo, quaisquer que elas
sejam. podendo, em casos particulares, usar-se a designagio que melhor
descreva e identifique essa entidade. A formagao de grupos a partir da
totalidade de elementos de uma colecgao inicia-se com o estudo de um ou
mais atributos, propriedades ou caracteristicas dos seus elementos. Para
referir qualquer destas designagdes usa-se em geral o termo “yariaveis”. Por
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vezes a analise tem por objectivo agrupar as caracteristicas ou variaveis.
Nesse caso os objectos da andlise sdo as préprias varidveis.

1.2.1 Objectivos da analise de clusters

Os objectivos da andlise de clusters sio essencialmente os mesmos da clas-
sificagio mas como a andlise de clusters é aplicada a um conjunto de dados
pode dizer-se que esses objectivos sao a andlise do conjunto de dados com
vista a obter uma clagsificacao, Dssa andlise pode apontar para um ou mais
dos seguintes objectivos especificos:

(i) A exploragio dos dados
Inicialimente néo é sabido se os dados estiio ou nao estruturados em
grupos e esperi-se que a analise venha a revelar a estrutura subja-
cente. Este é 0 ohjectivo mais imediato da analise de clusters.

(i) Reducdo de dados
Se os grupos obtidos sio homogéneos significa que os n objectos po-
dem ser substituidos por um ndmero muito menor de grupos ou seus
representantes.

(iii) Geragio de hipGteses
A anélise pode revelar grupos nao esperados pelo utilizador, facto que
leva naturalmente a sugerir conjecturas e hipoteses para explicar a es-
trutura revelada. Uma hipétese muito frequente refere-se ao niimero
de grupos encontrados. Para testar esta hipdtese usa-se um novo
conjunto de dados.

(iv) Predigao
Os objectos do mesmo grupo tém propriedades semelhantes. Fste
facto torna possivel predizer propriedades desconhecidas de unr ob-
jecto, comparando o objecto cotn os objectos do grupo. Além disso,
conhecidas os grupos é possivel classificar um nove objecto, isto é,
predizer a que grupo ele pertence.

A analise de clusters, com os objectivos que aqui s8o definidos, é por
vezes referida com outros nomes: (i) classificagio automatica, um termo
que aparece geralmente nas publicagoes em lingua francesa; (i) aprendiza-
gemn nao supervisionada, linguagem tipica da drea de reconhecimento de
padroes; (iii) taxonomia numérica, muito usada nas ciéncias da vida; (iv)
classificaciio, termo que aparece também em estatistica mas com um sen-
tido dilerente, o sentido da analise diseriminante, significando a atribuigéo
de objectos a grupos ja definidos.
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1.2.2 Formas de clusters

Neste texto usam-se indistintamente as palavras grupos e clusters para
designar o produto de uma anélise de clusters.

Antes de prosseguir interessa reflectir sobre o que é de facto um cluster.
Intuitivamente é fieil imaginar ou definir o que ¢ um cluster mas infeliz-
mente néo é facil transpor a defini¢do intuitiva para uma definicdo formal
que seja também operacional. Por isso esta é considerada uma primeira e
grande dificuldade da anélise de clusters.

° e oo
.® ° o e o o o
o® . o o
® o .. LK) ¢ &
') X} o, 0 o, o
. o .
® . ® e o
4 e o
()
'.o. ) ... e °
L™ e e
. °
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° 0, >
(a) grupos coesos e bem separados (b) grupos separados mas sem coesdo in-
terna
s " e ®
. .?. e o .
. °
o Lo o 88
- ° s, °
. N e b
° .

(c) grupo homogéneo sem clusters naturais (d) zonas de grande densidade rodeadas
por regides de pequena densidade

(e) grupos separados mas nao coesos  (f) grupos totalmente coesos mas nao se-
parados

Figura 1.1 Formas de clusters mostrando coesdo interna e/ou isolamento
externo.
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Na Fignra 1.1 o caso (a) apresenta (rés clusters e os casos (b), (d), (e) e (f)
podem descrever-se como consistindo em dois clusters cada um. Mas qual
deve ser a definicao formal de cluster que a ser usada produz precisamente
os clusters que aqui se vislumbram?

As ideias que estdo por detrds do conceito de cluster séo: (i) os objectos
de um cluster devemn ser homogéneos no sentido de serem mais semelhantes
quando comparados entre si do que quando comparados com objectos de
outros clusters; (i) os clusters devem estar bem separados. Cormack (1971)
traduziu estas ideias por coesdo interna e isolamento externo. Alguns méto-
dos usados na construco de clusters incidem, umas vezes, mais na coesao
interna e, outras vezes, mais no isolamento externo.

Os casos (a), (b), (¢) e (d) da Figura 1.1 tentam reproduzir vérias formas
de clusters, apresentadas em Gordon (1999), em que se destaca a coesao
interna e/ou o isolamento externo. O caso (¢) mostra nm grande grupo
homogéneo onde nao ha clusters naturais. A divisdo em trés clusters que
e apresenta é uma divisdo artificial e por conveniéncia, semelhante aquela
que congiste em dividir a regido de uma cidade em zonas associadas a
carporagoes de bombeiros, para efeitos de combate a fogos.

1.2.3 Alguma literatura relevante

Os primeiros desenvolvimentso da andlise de clusters aconteceram princi-
palniente em trés dreas: na biologia, o que conduziu & taxonomia numeérica,
na psicologia, com o agrupamento de varifiveis na andlise factorial, e no re-
conhecimento de padrdes, com a aprendizagem nao supervisionada.

Nos anos sessenta do século XX a andlise de clusters tornou-se muito
popular absorvendo muitos investigadores interessados na produgéo, talvez
exagerada, como se refere em Cormack (1971), de algoritmos e software
apropriados para a construcio de grupos. Muilos destes algoritmos foram
depois integrados nos principais programas de software em circulagao. FHve-
ritt et al. (2001) apresentam uma extensa lista de packages com programas
para realizar andlise de clusters. Entre eles estdgo SPSS, SAS, S-PLus e
Statistica. Além destes packages estatisticos de grande abrangéncia, mas
com uma variedade de programas suficiente para servir os utilizadores em
geral, a lista contém indicacoes de ligagbes a paginas Web onde se pode
encontrar software para analise de clusters gue pode ser usado on-line.
Alguns packages como Clustan séo especializados s6 em anélise de clusters.
H4 ainda programas especificos para métodos menos habituais como os
métodos para modelos de mistura e os métodos de cobertura, mencionados
no Capitulo 5. Outras bibliotecas de programas sdo desenvolvidas para
problemas concretos em dreas especificas, como é o caso do EPCLUST
(Brpression Profile date CLUSTering and analysis) pertencente ao software
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"

LBP (epression Profiler) para andlise de dados de genética. EPCLUST éo
médulo especializado em andlise de clusters de malbrizes de dados relativos
i expressao de genes observada em virias condigoes. Este soffware esta
disponivel na Web e permite que diferentes investiga dares possam partilhar
bases de dados, resultados, andlises e experiencias de investigagao. Nao se
indicam aqui os sitios da Web para acesso a software on-line. Os sitios
mudam com frequéncia e é preferivel o uso de motores de busca e palavras
chave que facilmente conduzem aos sftios de interesse.

A producio de artigos e livros sobre a anilise de clusters é muilo vasta.
Arabie et al. (1996) contém uma extensa lista de trabalhos fundamentais
que mostram o grande interesse na investigagao e utilizacao da andlise de
clusters. Entre as vérias publicagoes destacamm-se o texto cldssico de Sokal
and Sneath (1963) que é agora de interesse histérico. Outros textos de
interesse sio Jardine and Sibson (1971), Anderberg (1973), Sneath and
Sokal (1973), Duran and Odell (1974), Romesburg (1984), Jain and Dubes
(1988). MecLachlan and Basford (1988), Kaufman and Rousseeuw {1990},
Gordon (1999) e Everitt, et al. (2001). No sentido de controlar de forma or-
ganizada o grande volume de publicagoes a “Classification Society of North
America” publica a bibliografia anual, de livros e artigos. Classification Li-
terature Automated Search Service, que inclni nao s a analise de clusters
mas também multidimensional scaling.

1.2.4 Aplicagdes

A razio pela qual a andlise de clusters é tao popular e tio itil é sin-
plesmente porque hé necessidade constante de produzir classificagoes nos
varios ramos da actividade cientifica e da actividade humana em geral.
Daf que as novas ideias e que os progressos do préprio tema que é a andlise
de clusters tenham sido introduzides por investigadores das mais diversas
especialidades.

Os exemplos da aplicagao da anélise de clusters nos virios dominios cons-
tituem uma lista sem fim. Presentemente, com a produgio de grandes guan-
tidades de dados, a anélise de clusters tornou-se um tépico de investigagao
muito activo e que estd a ter um desenvovimento vigoroso. Os exemplos
que a seguir se apresentam pretendem ilustrar a variedade de temas para
os quais a andlise de clusters é relevante. Incluem-se dreas onde a aplicagao
da analise de clusters tem fortes tradigoes e outras, actualmente em grande
desenvolvimento, onde essa aplicagao é mais recente mas ja considerada de
grande interesse para a resolugao dos problemas que af se colocam.
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Alguns exemplos

e Arqueologia

A identificagio de grupos de artefactos semelhantes usacos por povos
j4 desaparecidos ajuda a compreender muitos aspectos de civilizagoes
antigas (Hodson, 1971 e Hodson et al., 1966).

Sismologia

A predigao de abalos sismicos é da maior importancia e a analise de
clusters tem sido usada com esse objectivo (Davis and Frolich, 1991
e Wardlaw et al., 1991).

Medicina

Para identificar as causas das doengas e criar os seus tratamentos é
preciso separd-las em grupos ou tipos de doengas (Burbank, 1972 e
Petrakis and Faloutsos, 1997).

Psiquiatria

Agrupar as doengas psiquiatricas facilita o seu conhecimento e per-
mite detectar as suas causas e identificar o seu tratamento (Smart et
al., 2003).

Anélise de mercados

Segmentos de consumidores ou produtos siao em geral clusters ¢ue é
importante conhecer para perceber a estrutura do mercado (De Sarbo
el al., 1993 e Arabie and Hubert, 1994).

Dados de microarrays

Dados de microarrays resultam da actuagdo de novas tecnologias em
estudos de genética. A expressdo genética de varios genes (geralmente
em numero muito grande) é observada e medida em virias amostras,
ou segundo vérias condigoes ou em virios momentos ao longo do
tempo. A andlise de clusters é usada para agrupar tanto os genes
com perfis de expressao semelhantes ao longo das amostras, como
as amostras com perfis de expressio semelhantes ao longo dos genes
(Parmigiani et al., 2003).

Data mining

Data mining é o processo de identificar grupos de registos semelhantes
e extrair conhecimento de grandes bases de dados. A anilise de clus-
ters constitui um dos primeiros passos do processo de data mining
(Han and Kamber, 2001).

Classificagao de documentos

A procura de informagao em grandes bases de dados, em particular
informacao existente de forma dispersa na Web, fica grandemente
facilitada se os documentos estiverem agrupados em clusters (Willet,
1990).
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1.3 Estrutura dos dados

A natureza é fértil em oferecer muitos tipos de dados que geralmente séo
apresentados na forma de tabelas. A diversidade de tabelas relativas a
dados ¢ grande mas o andlise de clusters opera essencialmente sobre dois
tipos de estruturas de dados, identificadas por dois formatos de matrizes.

(i) A matriz de dados ou matriz de perfis, uma matriz X = [x;;], i=1,...,n
e j=1,...,p, em que x;; representa o valor que a variivel j assume
quando medida no objecto i. Uma matriz de dados tipica encontra-se
na Tabela 1.1 onde estdo registados valores de vérias caracteristicas
(variaveis) dos nove planetas (objectos) do Sistema Solar. Esta matriz
inclui:

e Varidveis quantitativas
As vari4veis quantitativas sao caracterizadas pelo facto de a cada
ohjecto ser atribuida uma medida ou valor numérico. Sao va-
ridveis quantitativas as oito primeiras varidveis da Tabela 1.1
(Distancia do planeta ao Sol, o seu Diametro, Massa, Densidade
¢ Gravidade, os Tempos de Translagao e Rotagao e o niimero de
Satélites). Entre as varidveis quantitativas distinguem-se as

— varidveis continuas, aquelas que podem tomar todos os va-
lores de um intervalo e que estdo associadas a um processo
de medicdo. As sete primeiras varidveis quantitativas sao
variaveis continuas.

— Variéveis discretas, aquelas que s6 podem assumir um nime-
ro finito ou infinito numeravel de valores e que estao asso-
ciadas a um processo de contagem. O niimero de Satélites
¢ a tnica varidvel discreta no conjunto das oito varidveis
quantitativas.

e Varidveis qualitativas
Com as varigveis qualitativas cada objecto é submetido a uma
classificagdo, sendo-lhe atribuida uma classe ou categoria. As
trés tltimas varidveis da Tabela 1.1 sdo varidveis qualitativas
(existéncia de Anéis, tipo de Superficie, existéncia de Campo
Magnético global). Nas varidveis qualitativas destacam-se as

— Varidveis nominais, caracterizadas pelo facto de nao ser pos-
sivel estabelecer uma ordem entre as vérias categorias. No
caso presente todas as varidveis qualitativas siio nominais,
sendo as varidveis Anéis e Campo Magnético designadas por
bindrias ou dicotémicas uma vez que apresentam apenas
duas categorias.

— Varidveis ordinais, aquelas em que é possivel estabelecer
uma ordem entre as suas categorias. Este tipo de varidvel
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nio estd contemplado na Tabela 1.1. para dar um exem-
plo pode pensar-se na varidvel Satélites e SupOr que em vez
do nimmero de satélites se indicavam categorias significando
quie esse nimero & nulo (0), pequeno (1, 2), médio (13)
e grande (26, 31, 61). Com esta classificagao a varidvel é
entendida como uma varidvel ordinal, na medida em que
é possivel introduzir uma ordem entre as classes, podendo
materializar-se essa ordem com os cédigos: 1 - nulo, 2 -
pequeno, 3 - médio e 4 - grande.

Finalmente é de salientar que a Tabela 1.1 mostra a existéncia de um
valor omisso, relativo ao Campo Magnético global para Plutao.

(i) A matriz de dissemelhangas (semelhangas), uma matriz D = [dy] (5 =
[si]), i.j = 1,...,n, quadrada e em geral simétrica em que dyj (si;)
representa o valor da dissemelhanca (semelhanga) entre o objecto i e
o objecto j. Estes conceitos serao melhor explicados no Capitulo 2.
Neste texto faz-se uso da nogio de dissemelhanga apenas. Com uma
transformacao simples, como por exemplo, dij = k— sij (constante)
pode geralmente obter-se uma matriz de dissemelhangas a partir de
uma matriz de semelhancas.

Como muitos algoritmos usados em andlise de clusters operam sobre ma-
trizes de dissemelhangas isso faz com que uma primeira tarefa da andlise
de clusters seja a de construir, a partir de uma matriz de dados, a matriz
de dissemelhancas & qual os métodos podem entéo ser aplicados.

Uma matriz de dissemelhancas (objectos por objectos ou varidveis por
variaveis) pode ser obtida a partir da transformagao de uma matriz de dados
(objectos por varidveis). A Tabela, 1.2 apresenta a matriz de dissemelhancas
construfda com base na matriz de dados dos planetas, referida na Tabela
1.1, considerando apenas as trés varidveis, diametro, massa e densidade do
planeta. Nestas condigoes os nove planetas podem ser representados por
nove pontos num espago de trés dimensoes. Definiu-se a dissemelhanga
entre dois planetas como a distancia euclidiana entre os dois pontas que
os representam. A matriz de dissemelhangas contém 36 dissemelhancas
distintas que correspondem aos 36 pares que se podem formar com nove
planetas.

Muitas vezes a matriz de dissemelhangas é observada directamente. Comao
acontece frequentemente em psicometria onde os individuos sao solicitados
a indicar nums escala a dissemelhanca entre os elementos de todos os pares
de objectos que & possivel formar com os objectos disponiveis.

Um exemplo em que as dissemelhangas sao observadas directamente en-
volve 13 objectos identificados com 13 expressoes da face de nma mulher,
em que cadn expressao traduz a reaccao a cada um dos 13 cendrios descritos
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Tabela 1.2 Matriz de dissemelhancas para os planetas (com base nas trés primeiras varidveis).

Merctirio  Vénus Terra  Marte Jupiter Saturno Urano Neptuno
Jénus 0.950
Terra 1.128 0.210
Marte 0.314 0.846 1.048
Jupiter 317.930 317.152 316.965 317.873
Saturno 95.580 94.770 94.582 95.512 222.607
Urano 14.912  14.040 13.853 14.815 303.385  80.883
Neptuno 17.413 16.558  16.371  17.324 300.789 78299  2.604
Plutao 0.697 1.265 1.457 0.536 317.989  95.648 14.994 17.492
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Tabela 1.3 Lista de cendrios descritos pelas expressées da face de uma
mulher.

Cenério
Sofrimento pela morte da mae
Saboreando coca-cola
Uma surpresa agradavel
Amor maternal — bebé nos bragos
Cansaco fisico
Apercebe-se que hé qualquer coisa errada com o aviao
Acesso de célera ao ver bater num cao
Embaraco — vontade de se esconder
9 Inesperadamente encontra um antigo namorado
10 Mudanca stibita de humor
11 Dor intensa
12 Apercebe-se que o avido vai cair
13  Ligeiro descanso

0~ O O N

na Tabela 1.3.

A Psicologia d4 muita importéncia ao estudo da expressao facial, uma
vez que h4 grande interesse em saber se é possivel identificar as mensagens
emocionais a partir das expressoes faciais que se observam numa pessoa.
Abelson and Sermat (1962) realizaram uma experiéncia que consistiu em
apresentar, a 30 estudantes, 13 [otografias da lace de uma mulher com as
expressoes correspondentes &s reaccoes aos cenirios indicados na Tabela
1.3. Os estudantes avaliaram, numa escala de 9 pontos, a dissemelhanga
entre os dois elementos dos 78 pares que é possivel formar com os 13 ob-
jectos.

As 30 matrizes de dissemelhangas, correspondentes aos 30 estudantes,
foram amalgamadas de forma apropriada tendo produzido a matriz que se
encontra na Tabela 1.4.

1.4 Fases de uma analise de clusters

Na condugdo de uma andlise de clusters é preciso tomar decisoes e ter
em conta aspectos que dependem do problema particular que é objecto do
estudo. Contudo é possivel indicar uma sequéncia de passos, como a que
se vé na Figura 1.2, que sdo requeridos pela generalidade das anélises.

Os vérios passos tém em vista responder as vérias questoes que geral-
mente se colocam no decorrer da anélise.
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Tabela 1.4 Matriz de dissemelhangas para as 13 fotografias correspondentes aos cendrios da Tabela 1.3,

1 2 3 5 G 7 8 9 10 11 12
2 4.05
3 825 254
4 557 269 2.1
5 1.15 2.67 898 3.78
6 297 3.88 927 6.05 2.34
7 434 853 11.87 9.78 T7.12 1.36
8 490 1.31 2.56 4.21 590 518 847
9 625 1.88 0.74 045 4.77 545 1020 2.63
10 155 4.84 925 492 222 417 544 545 7.10
11 1.68 581 7.92 542 434 472 431 3.79 658 198
12 657 7.43 830 893 816 4.66 157 6.49 9.77 4.93 4.83
13 393 451 847 3.48 160 489 9.18 6.05 6.55 4.12 3.61 12.65
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(i) Como seleccionar os objectos?

(i) Que varidveis devem ser inclnidas e a que transformagoes devem ser
submetidas, se for caso disso?

(iif) Havendo que construir uma matriz de dissemelhangas, qual a medida
de digssemelhanca mais conveniente?

(iv) Considerando que estao disponiveis muitos métodos de andlise, qual
deles serd o mais adequado?

(v) Qual a forma mais clara de apresentar os resultados e como proceder
de forma convincente a sua validagao?

Uma vez que em cada passo existem vérias opgdes isso significa que os
resultados da anslise podem ser muito variados. Ao longo do texto sao
apresentadas muitas dessas opgdes.

No Capitulo 2 descrevem-se vérias medidas de semelhanga e disseme-
lhanca e indicam-se métodos para construir essas medidas. Nos Capitulos
3, 4 e 5 apresentam-se os métodos referidos na fase 5 da anélise, indicada
na Figura 1.2, e no Capitulo 6 faz-se um resumo final dos aspectos a ter
em conta para a escolha da op¢ao que melhor se adapte ao problema em
estudo.



2
Medidas de proximidade

2.1 Introducao

As ideias subjacentes ao processo de construgao de clusters sao a ideia
de semelhanca e a ideia de dissemelhanga, conhecidas por proximidades
quando a elas nos referimos mas nao querendo especificar nenhuma delas em
particular. Dois objectos perfencem ao mesmo cluster se sio semelhantes
e pertencem a clusters diferentes se nao sao semelhantes ou, dito de forma
equivalente, se sdo dissemelhantes.

Intuitivamente a dissemelhanca reflecte o grau de diferenga, afastamento
ou divergéncia entre dois objectos. Quanto mais distintos forem os objectos
maijor é a dissemelhanga entre eles.

A semelhanca mede o grau de parecenga ou proximidade entre os objec-
tos. Quanto mais parecidos forem os objectos maior é a semelhanca entre
eles.

Para usar os conceitos de semelhanga e dissemelhanca de forma util e
eficaz é importante eliminar a sua subjectividade criando medidas concretas
de proximidade.

Dissemelhanga: Dada uma colecgdo de objectos define-se dissemelhancga
entre dois objectos da colecgdo, i e j, como a fungio dos ohjectos cujos
valores, d;j, satisfazem as seguintes propriedades:

1. d,’jZO, Yij
2. di;=0,V;
3s d,'j=dj,', Vi j

Em certos casos a simetria, propriedade 3, néo se verifica embora a fungao
possa continuar a ser 1til para representar a dissemelhanca. Um exemplo
desta situagdo é o caso em que a dissemelhanga dij, entre a cidade i e
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,

a cidade j, ¢ medida pelo niimero de pessoas que viaja de § para j. B
claro que, em geral. dj; # djj. A simetria pode ser restabelecida tomando
(dij+dj;)/2 para valor comim de djj e dji. Pode ainda acontecer que diy =0
ei#J.

Se além das propriedades anteriores se verifica ainda a propriedade tri-
angular

4. dij <diy+dij, Vijk

diz-se que a dissemelhanca satisfaz as propriedades de uma semi-métrica
ou semi-distincia. Se a dissemelhanca satisfaz também a propriedace

5. dij=0seesdsei=]j

diz-se que a dissemelhanga é uma métrica ou uma distancia.

Muitas dissemelhancas nio satisfazem a propriedade 4 (ver Exercicio
2.6). Por outro lado certas dissemelhangas satisfazem uma propriedade
mais forte do que a propriedade triangular, a chamada propriedade ultra-
métrica,

6. dij < max (di,dji) » Vijk

dizendo-se entdo que as dissemelhangas sdo ultramétricas.

No entanto, para muitas situagbes praticas é suficiente que a disseme-
lhanga satisfaca as propriedades 1, 2 e 3.

Semelhanga: Em muitas situacoes a medida de proximidade mais facil de
conseguir é a semelhanga entre objectos. Uma definicao razodvel de seme-
lhanga entre os objectos i e j, sij, deve inelnir as seguintes propriedades:

1. Sij ZO, V,"j
2. sij = Sji, Vij
3. s;j é tanto maior quanto maior for a semelhanga entre os objectos.

Virios autores definem semelhanga de forma a que os seus valores figuem
no intervalo [0,1], isto &, 0 < s;; < 1, assumindo ainda que §; =1 se e 80 se
i=j. Pode acontecer ainda que —1 < §ij < 1 quando a semelhanga depende
de grandezas do tipo da correlagio.

Na Tabela 2.1 estdo registadas as semelhancas, entre 6 universidades,
produzidas por 500 estudantes. Foi pedido aos estudantes para indicarem
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Tabela 2.1 Frequéncias absolutas do nimero de estudantes que escolheu
cada par de universidades.

Uy, U U U U U

U
U, 13
Us 22 0

Us 10 61 18
Us 150 25 120 7
Us 15 12 5 19 23

as duas universidades que consideram ser mais semelhantes. Os valores da
tabela representam as frequéncias absolutas do nimero de estudantes que
escolheram o respectivo par de universidades. Querendo reduzir s;j ao inter-
valo [0,1] basta considerar as frequéncias relativas em vez das frequéncias
absolutas.

Em geral é possivel estabelecer uma relagao entre as semelhangas e dis-
semelhangas dos mesmos objectos. A dissemelhanca djj pode obter-se a
partir da semelhanga s;;, usando uma fungao decrescente, comao por exemn-
plo, dij = k—sij. onde k ¢ uma constante adequada. Inversamente, dada a
dissemelhanga dij. pode obter-se s usando, por exemplo, a transformagio

k
Sij =
ij k+dij,

com k =constante. Note-se que esta iltima relagao é incapaz de recuperar
o valor zero para a semelhanga pois 0 < s, uma vez que k nao pode ser
zero. lsto é, a relagio nio consegue transformar a dissemelhanga em se-
melhanga, de acordo com as definicoes que foram dadas. Embora tanto
semelhangas como dissemelhangas possam ser usadas no processo de cons-
trucio de clusters muito do software dispont vel para andlise de clusters usa
dissemelhancas, havendo por isso uma fase de conversao de semelhancas
em dissemelhancas, se as medidas de proximidade inicialmente disponiveis
forem as semelhancas.

Como ja foi referido e ilustrado no Capitulo 1 as semelhangas/disseme-
lhancas sao muitas vezes construidas directamente por observadores que
examinando os objectos aos pares acabam por indicar, numa escala apro-
priada, qual é a sua semelhanga/dissemelhanga. Um ontro exemplo que
& i clissico, agora com inleresse pedagogico e histdrico, refere-se i per-
cepcio e preferéncia entre nagoes.

Os dados foram produzidos por um estudo piloto conduzido em Margo de
1968 (Wish, 1971 e Wish et al., 1970). Cada um de 18 estudantes avaliou
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numa escala de 1 a 9, as semelhancgas entre 12 nagbes. Cada estudante
produziu 66 semelhangas (todos os pares possiveis formados 1 partir de 12
nagoes). As 18 matrizes de semelhanga foram stubstituidas por nma nnica
matriz contendo as médias das semelhangas obtidas pelos 18 estudantes.
Nio foi dito aos estudantes as caracterfsticas das nagoes que deveriam con-
siderar para construir as semelhangas. De facto o objectivo do estudo era
descobrir esta informagao em vez de a fornecer. Os resultados da aplicagao
de multidimensional scaling & matriz de semelhangas final revelou duas di-
recgoes (alinhamento politico ¢ desenvolvimento econdmico) que foram in-
terpretadas como as principais caracteristicas das nacoes que os estudantes
usaram para construir as dissemelhancas.

Porém a ohservagao directa nem sempre é possivel e as medidas de proxi-
midade sio deduzidas a partir da matriz de dados dos objectos observados.

A seguir indica-se como é, em geral, possivel definir dissemelhangas e
semelhancas, entre objectos ou entre varidveis, com base nas ohservagoes
efectuadas em cada um dos objectos.

2.2 Medidas de proximidade entre objectos

Como j4 se disse é possivel, de um modo geral, construir uma medida
de dissemelhanca a partir de uma semelhanga e vice-versa. Como porém
a maior parte dos métodos de andlise de clusters usam algoritimos que
operam sobre dissemelhangas, o objectivo desta seccao ¢ consbruir matrizes
de dissemelhanga. Quando for mais conveniente comegar por construir uma
matriz de semelhanga significa que se espera que o utilizador execute uma
transformagio para uma matriz de dissemelhancas.

As medidas de proximidade dependem da natureza das caracteristicas
que sio observadas nos objectos, Assim, interessa saber coino ¢ possivel
construir medidas de proximidade quando as varidveis sido quantitativas e
qualitativas (nominais e ordinais).

Como a seguir se verifica, muitas das medidas de dissemelhanca sao ins-
piradas em modelos geométricos em que os objectos sao representados por
pontos no espago e a dissemelhanga entre dois objectos equivale a distancia
entre os ponlos que os representan.

2.2.1 Varidveis quantitativas

No caso de variéveis quantitativas a medida de dissemelhanga mais conhe-
cida é a distancia euclidiana.
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Tabela 2.2 Idade e altura de trés pessoas.

Nome Idade Altura (cm)

Pedro 18 165
Anténio 19 198
José 20 181

e Dissemelhancas derivadas da disténcia euclidiana

Assumindo que a matriz de dados é representada, como no Capitulo 1, por
X=[xj],i=1,...,ne j=1,...,p, a dissemelhanga entre o objecto i e 0
objecto j é definida por

o= | s | g 2

k=1

ou, em forma vectorial,

dij = [(xi— %) (xi—x)] %, (2.2)

onde X; e x; sdo vectores linha da matriz X, isto é, os vectores de observacoes
relativas aos objectos i e j, respectivamente, ou seja as coordenadas dos dois
pontos de IR? que identificam os dois objectos.

Esta dissemelhanca nem sempre é satisfatéria, especialmente se as va-
ridveis sio medidas em unidades diferentes, se tém varidncias muito di-
ferentes e ainda se sao correlacionadas. Nestas condicbes as varidveis in-
tervém com pesos diferentes na determinagao das dissemelhancgas. Além
disso a distancia euclidiana é sensivel a mudangas de escala, no sentido
em que, mudando a escala mudam, néo s6 as distdncias, o que € natu-
ral, mas também podem mudar, de forma arbitraria, as ordens das dis-
tancias e consequentemente o resultado da anélise de clusters (ver Capi-
tulo 6), o que niio é conveniente. Na Tabela 2.2 Pedro e Anténio sao
os mais dissemelhantes dyp = [(18 —19)% + (165 — 198)?]'/2 = 33.015 mas se
a altura for medida em metros Pedro e José sao os mais dissemelhantes,
diz = [(18 —20)%+ (1.65 — 1.81)%/2 = 2.006.

Para ultrapassar estes inconvenientes da distancia euclidiana usam-se
vérias medidas dela derivadas:

i. Distancia euclidiana média
1
7

= [M} _ (2.3)

p
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Esta distancia goza das mesmas propriedades da distancia euclidiana
mas apresenta vantagens quando hé dados omissos.
ii. Distancia euclidiana estandardizada

Rt
dij=| X (ak—2x)"| > (2.4)
k=1
onde _
Xrk — Xk
Zrk = T, r = 1,...
e

X, =

]
T Xk _ T | Xk — j-k]z z
sl o g = |EElm
n n—1

representam as estimativas do valor médio e do desvio padrao da
variavel k. Substituindo em (2.4), zjx € zjx pelas suas expressoes tem-
se

1
2=\ |’
dij=|Y | —/—= , (2.5)
k=1 Sk
ou, em linguagem matricial,
1
dij=[(xi—x;) D7 (xi—x))] %, (2.6)

onde D é a matriz diagonal das varidncias das colunas de X, D =
diag(s%,s%, e ,sf,). Este processo consegue eliminar a dependéncia dos
resultados da analise de clusters das unidades de medigdo. Contudo
a estandardizacao pode tornar a distancia dentro dos clusters maior
do que a distancia entre os clusters, o que torna os resultados pouco
claros (Hartigan, 1975, p. 62).

iii. Distancia euclidiana ponderada
A férmula (2.6) pode ser vista como uma maneira de atribuir pesos
As varidveis de forma a elifinar os seus efeitos arbitrarios, fazendo
com que estas contribuam, nao de forma diferenciada, mas de forma
homogénea para a construgao das dissemelhangas. De um modo geral
podemos pensar numa matriz de pesos A, e com ela construir a dis-
tancia euclidiana ponderada entre os objectos i e j,

dij = [(X,‘ —Xj),A(X,' — Xj)]% . (2.1

Esta dissemelhanca inclui as distancias anteriores como casos parti-
culares:

e se A =1 tem-se a distancia euclidiana
e se A= ;—)I tem-se a distancia euclidiana média
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Tabela 2.3 Densidade e gravidade dos planetas.

Planeta Dens.  Grav.

Mercirio 0.984  0.378
Vénus 0.951 0.907
Terra 1 1
Marte 0.713 0.377
Jupiter 0.240 2.36
Saturno 0.125 0.916
Urano 0.230 0.889
Neptuno  0.297 1.12
Plutéo 0.317 0.059

. -1 - -
e seA=D 1= [dlag(s%,s%, . ,sf,)] tem-se a distancia euclidiana
estandardizada.

Um outro caso que interessa é o caso
e A=S71

onde S é a estimativa da matriz de covaridncias das p varidveis em
estudo. A distadncia que daqui resulta,

dij = [(xi—x;)'S™ (i—x))] 7, 2.8)

¢é conhecida por distancia estatistica ou distdncia de Mahalanobis. A
distancia de Mahalanobis além de reduzir a dependéncia das unidades
de medigao, reduz também a influéncia da correlagio entre varidveis.
Por isso a distdncia de Mahalanobis tende a mascarar ainda mais
os resultados da anélise de clusters (Hartigan, 1975, p. 63). Outro
conjunto de pesos que costuma usar-se deriva de r = max;, ; |xi —Xjkl,
tendo-se R = diag(r?,73,..., rlz,) e

N ] —t
o A=R"'=[diag(r},r3,....2)] .

Apesar da grande variedade de pesos que pode apresentar-se parece nio

haver solugdo satisfatéria para o problema das unidades de medigao.

Considerando os dados dos planetas na Tabela 1.1 e seleccionando apenas
as variaveis densidade (Dens.) e gravidade (Grav.) tem-se a nova Tabela
2.3.

A disténcia d;; da Terra (i) a Marte (j) tem os seguintes valores , corres-
pondentes as cinco definigbes de distAncias apresentadas anteriormente.

Seguindo a notagao adoptada tem-se sucessivamente, p =2,

x; = (1.000,1.000), x’=(0.713,0.377), (x;—x;)’ = (0.287,0.623),
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D= 0.134 0.000 S— 0.134 —0.073 | 0.766 0.000
=1 0000 0430 |’ °~ | —0.073 0430 |' © | 0.000 5295 |

D! — 7.444  0.000 g 1— 8.190 1.381
| 0.000 2.324 | 1.381 2557 |7

0.000 0.189

e a férmula (2.7) produz as cinco disténcias,

R — [ 1.306 0.000 ]

e distancia euclidiana (A =1T): 0.686

o distancia euclidiana média (A = 31): 0.485

e distincia euclidiana ponderada (A =D7'): 1.231
o distancia euclidiana ponderada (A =S$7"): 1.470
o distancia euclidiana ponderada (A =R™1): 0.425.

Muitas outras semelhancas podem ser construidas com base na chamada
familia de métricas de Minkowski. )

o Dissemelhancas usando métricas de Minkowski

A familia de métricas de Minkowski é dada pela férmula geral

p %

dij = {Z xia —thlr} ) (2.9)
k=1
com r> 1. Variando r obtém-se uma infinidade de dissemelhangas, algu-
mas delas ja aqui apresentadas. Por exermplo, se r =2 tem-se a distancia
euclidiana, ou métrica Ly € se r= 1 oblém-se a métrica do gquarteirao, tam-
bém conhecida por méfrica Ly e por ontras designagoes em lingua inglesa
(city-block, taxicab e Manhattan). Esta dltima métrica é conhecida pelo sen
comportamento robusto relativamente a outliers. Quando r tende para in-
finito tem-se a métrica de Chebychev, métrica L., ou métrica do supremo,
ou seja,

p F
. r
lim 2 |x,-k — xjkl = sup (x,'k — xjkl . (2.10)
r—s00 -
k=1 k=1,...,

A Figura 2.1 é uma representagao geométrica num espago hidimensional,
p =2, dos pontos que estao & distancia unitaria de um ponto fixo O, usando
as métricas L1, Ly € Le.
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1

P —
oy

&

Figura 2.1 Posicdo relativa de pontos & distdncia unitdria de um outro
ponto O, segundo as métricas L1, Ly € Leo.

Quando 1 < p <2 os lugares geométricos correspondentes a estas métri-
cas ficam entre Ly e Ly e quando p > 2 os lugares geométricos das respec-
tivas métricas ficam entre Ly € L.. De entre a infinidade de métricas de
Minkowski, séo as métricas L, e L, as que mais interesse pratico despertam.

Uma outra ilustragio da interpretagdo geométrica das trés métricas é
aquela que se apresenta na Figura 2.2, onde o comprimento do trago con-
tinuo representa a distncia entre os dois pontos, Py e Py, num sistema de
coordenadas (x,y), segundo cada uma daquelas métricas.

Py

(a) Métrica L; (b) Métrica L, (c) Métrica L..

Figura 2.2 Interpretagio geoméirica das métricas L1, Ly e Leo.

Para reduzir o efeito resultante das diferencas nas escalas de medigao e
nas variancias e ainda o efeito da correlaco entre caracterfsticas dos objec-
tos pode pensar-se em aplicar pesos as mélricas de Minkovski, & semelhanga
do que se fez para a distancia cuclidiana ponderada.
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Assim, tem-se a métrica de Minkowski ponderada

p r
v
dij=| Y o fxw—xul | (2.11)
k=1
onde os pesos Wy que geralmente interessa considerar sdo wy =1, oy = 1/p,
— ol _
Q=58 , =7 .

e Outras dissemelhancas

O aparecimento de novas dissemelhancas e semelhangas ¢ motivado pelo es-
tudo de problemas priticos em muitas 4reas de trabalho. Listas de medidas
de dissemelhanca e semelhanga podem ser encontradas em muitos livros e
artigos relacionados com a anilise de clusters como, por exemplo, Cormack
(1971), Anderberg (1973), Sneath and Sokal (1973), Spith (1980) e Legen-
dre and Legendre (1982). A seguir indicam-se mais algumas medidas de
uso frequente.

e Métrica de Camberra

2, Jx — ik
di=3$ L
4 [Zi Kik -+ Xjk '

com dj; = 0 se X = Xjk = 0.
e Coeficiente de Bray-Curtis

P . y
di— zk=| 'xxk _-‘5)#!
o ] -
Sy (xa+ Xjk)
Para as duas dissemelliancas anteriores interessa que os elementos da matriz
de dados sejain nio negativos pois s6 assim se garante que as dissemelhancas

resultam nio negativas., Por este facto nenhuma das formulas deve ser
usada com dados estandardizados.

e Coeficiente de Sokal e Sneath
12 (A‘,’k —I-k>2
di= |23 (Fe— 2R
Y p kgl Xik + X jk
e Cocficiente de Soergel

oo Zhe f =i
Y sp max (xig, Xjie)
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e Métrica de Gower p | |
Xk — ,t'_,';,t
a'f;j = Z —_—
=t T

onde r é a amplitude de variagao da varidvel k, ja definida anterior-

mente. Trata-se da distancia city-block ponderada, onde wy = rk_'.
e Coeficiente de separagio angular (ou coseno)

DI
Cij = T

po2p 2
( k_l-"skzk:—s-‘?k)

e Coeficiente de correlacao
Ty (i — i) (i = %)

(S0, Grie=32) Sy (o %)’

r,»,- =

onde »
_ 1 Xy
%, = Y sk
p

Os dois tltimos coeficientes sdo semelhancas e s6 depois de transformados
podem ser usados como dissemethangas, di; = (1 —¢;j)/2, dij = (1—rij)/2.
Ent ambos os casos tem-se —1 < ¢;; < 1 e —1 <r;; < 1. Os valores ¢jj= —1
e rjj = —1 indicam que a semelhanga é minima (dissemelhangn maxima)
e ¢ij=1e rj=1 indicam que a semelhanga é méixima (dissemelhanga
minima).

O coeficiente c;; é igual ao coseno do &ngulo formado pelas semi-rectas
que unem a origem dos eixos coordenados com os pontos que representam
os objectos nesse sistema de eixos.

O uso do coeficiente de correlagdo r;; neste contexto é tema de contro-
vérsia (Fleiss and Zubin, 1969 e Cronbach and Gleser, 1953). O problema
resicle no facto de os dados associados a cada ohjecto se referirem a dife-
rentes caracteristicas e por isso a média e variancia desses mesmos dados
n&o fazem sentido. Pode no entanto fazer-se uma interpretagdo semelhante
4 que se fez para o coeficiente ¢;j, s6 que agora o angulo que interessa
é formado por semi-rectas partindo da média das observagGes, isto é, do
centréide do conjunto de pontos do espago de dimensao p.

2.2.2 Varidveis qualitativas

Quando se pretende descobrir a semelhanga entre dois objectos é frequente
centrar a observacdo em caracterfsticas qualitativas (os objectos tém a
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Tabela 2.4 Duas universidades observadas em 10 caracteristicas.

Varidveis

Univ. Xy X2 X3 X¢ X5 Xo X7 Xz Xo Xio X X2 X3
{ 1 0 1 1 1 0 1 [ 1 1 0 1 i}
J 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0

mesma cor, a mesma lorma, a mesma composicao?). Interessa analisar
0s casos de varidveis bindrias, varidiveis nominais com mais de dois niveis e

varidveis ordinais.
e Varidveis nominais com dois niveis (bindrias ou dicotémicas)

Suponhamos que o problema é investigar a proximidade entre universidades
(objectos) e que as caracteristicas a observar (varidveis com valores (1) se
a caracteristica estd presente, e (0) se nio estd presente) sdo:

X1 — mais de cinco faculdades
X, — faculdade de medicina,

X3 — departamento de misica
X4 — campus fora da cidade

X5 — posto médico

X¢ — creche

X7 ~ banco

Xs — residéncias para estudantes
Xo — residéncias para professores visitantes
X0 — pavilhdo desportivo

X11 ~ piscina
X12 — grupo de teatro
X33 — grupo coral

Duas universidades, i e j foram comparadas observando aquelas caracteris-
ticas, tendo-se obtido os resultados da Tabela 2.4.

A distancia euclidiana é

13 H
d,‘j bl Z (x,-k —xjk)z =2.450

i=1
e a distancia euclidiana média é

1 13 ) %
dij = 1—32(xik_xjk) = 0.680.

i=]
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Tabela 2.5 Nimero de pares (1,1), (1,0), (0,1) e (0,0) para varidveis
bindrias.

objecto j
1 0
1 a b a+b

objecto i
0 c d c+d
atc b+d|p=a+btctd

Dados deste tipo costumam organizar-se numa tabela de dupla entrada,
como a Tabela 2.5, em que se mostra o nimero de vezes que ocorrem os

pares (1,1), (1,0), (0,1) e (0,0).

Vé-se entdo que a distancia euclidiana média é

e b+ b
YT Natbte+rd/)

Note-se que (b+c)/(a+ b+ c+d) representa a propor¢ao de caracteristicas
que nio sao comuns aos dois objectos. Isso significa ¢ue de facto di; é tal
que 0 < djj < 1 e tem as propriedades de nma dissemelhanga pois guanto
maior ¢ djj maior ¢ aquela propor¢io ¢ portanto mais diferentes sho 08
objectos. E claro que a razao (a-+d)/p é um coeficiente de semelhanca.
E embora a Tabela 2.5 sirva para construir coeficientes de dissemellianga
e semelhianga os investigadores comegam e geral por usar os nimeros de
pares, a, b, ¢ e d da Tabela 2.5 para deduzir coeficientes de semelhanga.
As Tabelas 2.6 ¢ 2.7 listam alguns desses coeficientes de semelhanga.

O estudo das suas propriedades, a sua utilidade e a sua interpretagiao
encontram-se na literatura da especialidade, nomeadamente nas referén-
cias indicadas em 2.2.1 e ainda em Cheetham and Hazel (1969), Baroni-
Urbani and Buser (1976) e Romesburg (1984). Perante tamanha lista de
coeficientes é natural querer saber o que leva os cientistas a produzir tan-
tos coeficientes, alguns aparentemente muito parecidos. O segredo parece
estar no tipo de problema, na especificidade da area de trabalho e nos
objectivos a atingir. O cientista terd de ter conhecimentos profundos do
assunto em estudo e usé-los de forma eficiente e criterioss para moldar um
coeficiente que integre as suas hipoteses de trabalho e v de encontro nos
objectivos que pretende. Por exemplo o coeficiente de Jacard e o de Soren-
son excluem os pares (0,0) tornando-os irrelevantes nos calenlos e dando
sim importineia aos atributos que pertencem a ambos os objectos, sendo
que o coeficiente de Sorenson pesa duas vezes mais essa importancia. No
caso do coeficiente de concordancia simples é dada também importancia
aos atributos que nenhum dos objectos possui.
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Tabela 2.6 Lista de alguns coeficientes de semelhanca

Nom Coeficiente Intervalo
¢ de Semelhanga de Variagdo
Jacard = [0,1]
acar e ,
Distancia Binaria bic 1/2 0.1
de Sokal atbtotd )
N a+d
Concordancia simples ——S i [0,1]
: atd
Rogers e Tanimoto ar2broTd [0,1]
2(a+d)
Sokal h —_—t 1
gl eTSTEas 2(a+d)+b+c [0:1]
a
a+2(b+c) 0,11
w+d
bre (0,7
a
_— 1
Russel e Rao =i 4 [0,1]
Sorenson/Dice/ 2a [0,1]
Czekanowski 2a+b+c ’
a
Ochiai SUUNIE " 0,1
[@+b)(a+)]'/? =
a+ (ad)'/?

Baroni-Urbani-Buser

Hamann

Yule

a+b+c+ (ad)'2
(a+d)—(b+c)
atb+c+d
ad —bc
ad+ bc
ad— bc

[(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)]')?

[0,1]

[*171]

[—1’1]

["‘171]
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Tabela 2.7 Lista de alguns coeficientes de semelhanga (cont.)

N Coeficiente Intervalo
ome de Semelhanga de Variagéo
d
Ochiai II - [0,1]

Diferenga de Padroes

Variancia

Disperséo

Forma

Lance ¢ Williams

Y de Yule

Q de Yule

Kulezynski

[(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)]'/?
(s ., &
2\a+b a+tc

l a e a n d N d

4\a+b a+c d+b d+c

be 1/2
((a+b+c+d)2)

b+tc
4a+b+c+d)
ad —bc
(a+b+c+d)?
(@a+b+c+d)(b+c)—(b—c)?
d(a+b+c+d)?
b+c
2a+b+tc

Vad —\/be
Viad + Vbe
ad — be
ad +be
a
b+c

a/{a+b)+a/(a+tc)
2

[0,1)

[0,1]

[_1)1]

[_1)1]

(0, +<f

(0,1]
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Aplicando estes coeficientes ao exemplo das universidades (a =5, b=4,
c=2,d=2e p=13) tem-se:

a _ 5 _
a+b+c 54442

2 10
Coeficiente de Sorenson: s;; = 2a+z+c B 07452 =0.62,

Coeficiente de Jacard: s;ij = 0.45,

Coeficiente de concordancia simples:
siymmmed oo SH2
YT atbtetd S+4+2+2

O coeficiente de Jacard revelou-se o mais pequeno pois da menos importan-
cia ao que hd em comum e nao dé importancia ao que nao hd em comum.

Note-se que quando d = 0, isto &, quando nao hd pares (0,0), os coeli-
cientes de Jacard e concordancia simples tém os mesmos valores conduzindo
portanto aos mesmos resultados da andlise de clusters. [ como é natural
muitos dos coeficientes das Tabelas 2.6 ¢ 2.7 sdo correlacionados, nma vez
que partilham os valores @, b, ¢ e d. Por exemplo o coeficiente de Hamann
& perfeitamente correlacionado com o coeficiente de concordancia simples
(ver Bixercicio 2.9}, Uma andlise de clusters sobre um conjunto de dados,
usando o8 dois coeficientes, conduz a dendrogramas idénticos, excepto no
que diz respeito as respectivas distincias entre clusters que sao propor-
cionais entre si. A mesma situacao acontece quando a correlacao entre
coeficientes ¢ alta. Se este facto lor esquecido pode cair-se na tentacao en-
ganadora de pensar que a semelhanga de dendrogramas € consequencia da
forte estrutura dos dados, quando na verdade resulta da existéncia daquela
correlagio. I preciso, por isso, investigar se existe essa correlagéo entre os
coeficientes que foram usados nas anélises.

e Varidveis nominais com mais de dois niveis

Quando as varidveis nominais tém mais de dois niveis a estratégia geral-
mente adoptada consiste em decompor cada varidvel em variaveis bindrias,
tantas quantos os niveis dessa variavel, e construir, a partir do vector de va-
ridveis bindrias que resulta da aplicacao deste procedimento, nm coeficiente
de semelhanga, da forma que ja foi indicada.

Considere-se uma situacio conereta para esclarecer o procedimento a
seguir com este tipo de varidvels. Suponhamos que se pretende construir
wma matriz de semelbangas para um grupo de homens na base de trés
caracteristicas nominais: -

(i) cor do cabelo, com quatro niveis (preto — P, castanho — C, louro ~ L
e ruivo — R),
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Tabela 2.8 Trés varidveis nominais e 10 varidveis bindrias.

Vari4veis nominais
cor do cabelo altura aparéncia
Niveis P C L R B M A C R M
Varidveis sim 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
binérias nao 0 0 o0 O 0 0 0 6 0 O
Homens A 1 0 0 0 0 1 0 0 0
me B (0 0 1 0 0 0 I o0 1 0

(i) altura, com trés niveis (baixa — B, média — M ¢ alta A),
(iif) aparéncia, com trés niveis (cuidada — C, razodvel — R e m4 ~ M).

Como cada nivel d4 origem a uma varidvel binéria obtém-se, neste caso, 10
varidveis binarias. Na Tabela 2.8 apresentam-se as varidveis nominais com
os respectivos niveis, as varidveis bindrias e os valores observados em dois
homens, wm homem A (de cabelo preto, de albura média, com aparéencia
razodvel) e um homem B (de cabelo louro, alto, com aparéncia razodvel).

Os valores da Tabela 2.5 para este exemplo sio

homem B
1 0
111 2
homem A
02 5

Calculando o valor dos trés coeficientes de semelhanca referidos no exemplo
das universidades tem-se

1
Jacard: SAB = —1—+—2_5—2 = 0.2,
Sarenson: sap = m =0.33,
T 145
Cloncordancia simples: spp = 0 =0.6.

O coeliciente de concordancia simples é trés vezes maior do que o de Jacard
e quase o dobro do de Sorenson. Isto é devido & abundancia do par (0,0)
cujo nimero aumenta com o nimero de niveis das varidveis, enquanto que
os pares que envolven o valor 1 86 aparecem, em cada objecto, uma vez
em cada varidvel.
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Uma outra maneira de construir um coeficiente de semelhanga para va-
ridveis nominais com mais de dois niveis ¢ fazer s;; = ¢/ p, onde p é o niimero
total de varidveis nominais e ¢ é o nimero dessas varidveis em que os objec-
tos i € j assumem o mesmo nivel. Para o exemplo em discusséo sap = 1/3
pois hé trés varidvels mas s6 numa delas os dois homens tém o mesmo nivel
(ambos tém aparencia razodvel),

O inconveniente deste ltimo coeficiente é que trata igualmente todas
as varidveis, quer elas tenham muitos ou poucos niveis. Este desequilibrio
pode ser corrigido fazendo intervir no edlenlo do coeficiente o nimero de

niveis de cada varidvel, Assim, suponhamos que hé p varidveis, 1,...,Y),
com [j,...,[, niveis, respectivamente. Outra maneira de definir sqp é fazer
p
> b I (n(A), yx(B))
k=1

SAB = i I (ye(A),yx(B))

I
T

n
2.
k=1

onde I

oy = 7
2 b
m=1
e I é a funcéo indicatriz dos niveis dos dois objectos, A e B, na varidvel k,
isto é,
1 se y(A)=w(B)

0 se y(A)#y(B)
em que yx{A) e yx(B) s8o os niveis de A e de B na varidvel k.

1(yx(A), 3 (B)) =

Quando os objectos A e B séao 0s homens do exemplo tem-se

_ 4x043x0+3x1 3

- 4+3+3 10

um valor ligeiramente mais baixo daquele (1/3) que foi obtido sem a inter-
vengao dos pesos.

SAB

Uma outra proposta referida em Spath (1980) é

i Ink 1 (yk(A),)’k (B))

k=1
b
Z In;
k=1

em que os pesos sdo atenuados pelo cdlculo do logaritmo. No caso do
exemplo o célcitlo do coeficiente reduz-se a

In3
SAB = mé =0.307.

SAB =



Medidas de proximidade entre objectos 35

e Variaveis ordinais

A ordem existe implicita no caso de varidveis quantitativas mas também
pode surgir com naturalidade entre as classes de uma varidvel qualitativa.
Na caso da variavel nominal cor do ¢abelo nao faz sentido estabelecer uma
ordem entre os seus niveis, mas isso j4 faz sentido e tem significado no caso
das trés classes em que foi caracterizada a altura, apresentadas na Tabela
2.8. Atribuindo cédigos as classes, 1 para B, 2 para M e 3 para A elimina-
se a arbitrariedade de classificagao criando uma sequéncia ordenada, com
significado e dtil.

Para construir um coeficiente de semelhanca basta encarar as varidveis
como varidveis nominais apenas e aplicar o procedimento anterior, isto
é, decompor cada varidvel em tantas varidveis bindrias quantos os niveis
dessu varidvel. Mas este procedimento acaba por desprezar a ordem que é a
propriedade que distingue estas varidveis das varidveis puramente tiominais.
A maneira de proceder com varidveis ordinais é exemplificada em Bassab et
al. (1990). Este autor apresenta um exeniplo em gue um ohjecto que possui
um certo nivel de uma varidvel possui {odos os niveis inferiores, de acordo
com a ordem estabelecida entre os niveis da varidvel. A varidvel ordinal é
a escolaridade de uma pessoa, admitindo-se a existéncia de quatro niveis:

1. Analfabeto

2. Bésico (completo ou nao)
3. Secundério {idem)

4. Universitério (idem)

Considera-se que uma pessoa que tem um certo nivel de escolaridade tem
naturalmente os niveis inferiores.

Suponhamos que ha duas pessoas, A e B, e que A tem o ensino bésico
e que B tem o ensino secunddrio. As quatro varidveis bindrias permitem
definir os vectores associados as duas pessoas

1 0 0
1 0

de onde se obtém
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e os coeficientes

2
Jacard: SAB — Emz-—l j067,
X
: =———=0.8
Sorenson: sap X 24041 ) 1
+

Concordancia simples: s4p = m =0.75.

Outro método que pode ser usado para derivar um coeficiente de seme-
lhanca para varidveis ordinais com I niveis comega por associar o8 codigos
1,2,...,1 aos niveis ordenados. Se o objecto A tem o nivel r e o objecto
B tem o nivel s introduz-se a dissemelhanca dag = |r— s|/l e a partir dela,
constréi-se a semelhanga

|r—s|
7

sap=1-— (2.12)
tendo-se, no caso sap = 1 — |2 —3|/4 = 0.75, precisamente o coeficiente de
concordancia simples (ver Exercicio 2.11).

e Variiveis de diferentes tipos

Se as varidveis que fazem parte da matriz de dados sédo de natureza dife-
rente pode nao ser facil deduzir uma medida de semelhanga a partir desse
conjunto misto de varidveis. Saber como obter uma medida de semelhanga
no caso de varigveis de diferentes tipos ¢ muito importante pois esta si-
tuagao ocorre na pratica com muita, frequéncia. Detalhes sobre este tema
podem ser encontracdos em Estabrook and Rodgers (1966), Gower (1971),
Romesburg (1984), Lerman (1987) e em vérias outras publicagoes.

H4 viérias estratégias que podem ser adoptadas:

i. Estratégia de Romesburg

Romesburg (1984) sugere que a maneira mais simples de enfrentar
o problema de varidveis do tipo misto é esquecer a natureza das va-
ridveis e considerar todas elas do tipo quantitativo, codificando as
que forem qualitativas. Depois é s6 usar um coeficiente aproprizdo
para varifveis quantitativas, como, por exemplo, a distancia euclidi-
ana. Embora parega : absurdo o autor afirma que o método funciona.
E claro que a interpretagdo dos coeficientes de semelhanga é dificil
pois fica dependente das codificagoes que se adoptarem para as va-
rifiveis qualitativas. Mas é de aproveitar esta simplicidade e usar o
método para o célculo de uma primeira medida de semelhanga na fase
exploratéria dos dados.
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ii. Realizar andlises separadas
Construir uma medida de semelhanga para cada grupo de varidveis
do mesmo tipo e efectuar andlises de clusters separadas para cada
grupo. Se os resultados revelarem concordancia significa que esta es-
tratégia pode ser adoptada, mas se isso ndo acontecer significa que a
solucdo néo esté & vista e que portanto é preferivel pensar em proces-
sar os dados conjuntamente com vista a realizar uma inica anélise
de clusters.

iii. Reduzir todas as varidveis a varidveis bindrias
Este procedimento ja foi ilustrado para o caso de varidveis nominais e
é facil de implementar para varidveis quantitativas, bastando dividir
o dominio de cada varidvel em dois blocos e aplicar a regra

Se yij < ¢j, entdo xj; =0
Se yij > cj, entdo x;; =1,

onde y;j é o valor da varidvel original j no objecto i, ¢; é o valor
critico que divide o dominio da varidvel j em dois e x;; é o valor que
a varidvel bindria criada assume no objecto i. A desvantagem deste
procedimento estd na perda de informag8o que resulta de reduzir os
dados completos a dados binérios.
iv. Construir um coeficiente de semelhanga combinado

Calcular coeficientes de semelhanga para cada grupo de varidveis do
mesmo tipo. Usar esses coeficientes, de forma combinada, para cons-
truir um tnico coeficiente de semelhanga. De acordo com esta es-
tratégia o coeficiente de semelhanca combinado para os objectos i e

Jjé
Sij = OJ]S?J- + (Dzs?j + (D3sf’j,

onde s:-’j, s;'J e §; sdo os coeficientes de semelhanca calculados para as

varidveis quantitativas, nominais e ordinais, e @y, k=1,2,3, sao os
pesos associados.

Bassab et al. (1990) trabalham com detalhe um exemplo usando este
procedimento para construir uma matriz de semelhangas combinada.
Uma forma mais elaborada do coeficiente de semelhanga combinado
é apresentada em Gower (1971),

14
2 Ok Sijk
sij= k=t , (2.13)

- P
2 O jk
k=1

onde s;j; € a semelhanga entre os objectos i € j com base na varidvel
k. Geralmente o peso w;j; toma o valor um ou o valor zero conforme a
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comparagao dos objectos i e j, na varidvel k, é ou nao é vilida. Além
disso o valor de ;jx é fixado em zero se o valor tla varidvel k é omisso
em pelo menos um dos dois objectos i e Jj. Quando as varidveis sio
bindrias ot do tipo nominal com mais de dois niveis os coeficientes §;jy
tomam o valor um se os dois objectos tém o mesmo valor na varidvel
k e tomam o valor zero no caso contrario. Para varidveis continuas
Gower (1971) sugere o uso do coeficiente de semelhanga

sije=1- M’

. It
construfdo com base na métrica city-block estandardizada para a va-
ridvel k.

0 exemplo que se segue ilustra como é que um coeliciente cle semelhanga
pode ser construido a partir de varidveis de diferentes tipos. No Capitulo
6 apresenta-se um caso mais extenso que envolve dados reais.

Exemplo 2.1. Suponha que um grupo de doentes de proveniéncia variada,
sofrendo de artrite reumatéide, é examinado antes de iniciar um tratamento
com base num novo medicamento. De entre as caracteristicas observadas
em cada doente incluem-se:

e varidveis quantitativas
X; - idade (anos)
X, — peso (kg)
e variidveis qualitativas
X3 — sexo (M, F), binaria
X4 — raca (branca, negra, outra), nominal
Xs — intensidade da dor (forte, moderada, fraca), ordinal

Sabendo que dois doentes A e B apresentam os seguintes dados nas carac-
teristicas observadas

X1 X X Xa X5
A 58 71 M branca forte
B 45 63 F negra moderada

Como calcular a semelhanga entre os dois doentes?
Uma possibilidade ¢ recorrer ao coeficiente de semelhanga combinado
=n q n 0
SAB = W154p + WSap + 03548,

e usar, por exemplo, a distancia euclidiana para calcular sf‘ g O coeficiente
de concordancia simples para obter s} 5 € a férmula (2.12) para calcular s3z.
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Tem-se sucessivamente:
1. Idade e peso

mg=[@8—4$1+01—6$ﬂ{=152&L

= 0.061

B =
AB |+dz‘l.ff

2. Sexo e raga
A partir das varidveis bindrias associadas aos nfveis de X3 e X4 obtém-

se
Sexo Raga
M F B N O
A 1 0 1 0 O
B 0 1 0 1 0
e

e o coeficiente de concordancia simples da

041
0+2+4+2+1

n o _
SAB =

0.2
3. Intensidade da dor
Para esta varidvel ordinal com trés niveis, forte (1), moderada (2) e
fraca (3) tem-se
\ 1-2
shp=1-— u =0.667
3
4. Coeficiente de semelhanga combinado
Considerando os pesos proporcionais ao ntimero de caracteristicas
usadas na construgio de cada coeficiente tem-se

2x0.061 +2x0241x2/3
5

SAB = =S 05538
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2.3 Medidas de proximidade entre variaveis

Até agora considerou-se o agrupamento de objectos. Em certas aplicagdes
o interesse do analista é o agrupameto das varidveis. E hé casos em que
tanto o agrupamento de objeclos como o de varifiveis ¢ importante para in-
formar sobre a estrutura dos dados. m genética, por exemplo, ha interesse
et agrupar os genes (variaveis) e agrupar condicies (ohjectos). No ambito
dug Ciencias Sociais é comum encontrar matrizes de dados em que as ob-
servagies sao respostas as virias questoes de um dado inquérito. Ha entao
interesse em agrupar as pessoas (objectos) que respondem e as questoes
(varidveis) que sdo colocadas.

Para agrupar varidveis basta transpor a matriz de dados Xy ¢ efectuar a
andlise de clusters sobre as linhas de X:',,:‘_ 4o A vartdvels tomam o ligar dos
objectos e as medidas de proximidade necessirias para efectuar a andlise de
objectos podem servir para a andlise das varidveis. Contudo, as medidas
de proximidade mais adequadas para varidveis sao, em geral, medidas de
correlagio e associagao. Para duas varidveis i e j, encontrada a semelhanga
sij pode obter-se a dissernelbanga djj fazendo, por exemplo, dij = /1 — sij.

2.3.1 Variaveis quantitativas

¢ Coeficiente de separagio angular (ou coseno)

iy XkiXkj
Sij = 2 Sl T = COsd,

(ZLx X Tkt “%J) ’

onde a é o angulo entre os vectores representativos das varidveis i e
3 ! 4
Jr Xty xm) € (X100, x5)

o Coeficiente de correlacao

Sy (o — %) (x5 — % 5)

[ﬁ':: Oopi %) Ty () f-j)2]

rij = T
3

que € o coeficiente de correlagéo observado de Pearson.

2.3.2 Varidveis qualitativas

¢ Varidveis nominais com dois niveis (bindrias ou dicotémicas)

A classificagio dos n objectos segundo as varidveis { e j conduz a
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0
1 a b a+b

0 c d c+d
a+c b+d|a+bt+c+d

e as medidas anteriores tomam a forma

a
§ij = —— = COSOl

g _\/( a+b)la+c)

ad— bc
((a+b)(c+d)(a+e)b+ d)]% -

rij= (2.14)

e Varidveis nominais com mais de dois niveis

Clonsiderem-se agora duas varidveis g e h. Neste caso, se a variivel g tem
r categorias e a varidvel i tem s categorias, a classificagio dos n objectos é
geralmente representada por mna tabela de contingéncia:

h
1 2 s
1
2
g B nij (fij) ni. (fi)
r
nj (f) n (1)

onde n;j, nj. € n.j sao frequéncias absolutas e fij, fi e f; so frequéncias
relativas.

Agresti (1981) apresenta vérias medidas de associagdo para varidveis
nominais e varidveis ordinais. A medida mais comum é o Qui-quadrado
de Pearson e as outras que a seguir se apresentam sio derivadas do Qui-
quadrado.

e O Qui-quadrado

L& (= 5ti)
X2=n22 Irj.‘.j‘..; N
i=1j=1 il
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¢ Coeficiente de contingéncia quadratico
2_X
¢ n

Esta medida é uma correcgdo do %2 que deixa de ser miltiplo de n,
uma desvantagem do Qui-quadrado.
o Coeficiente de contingéncia de Pearson
]

_ ¢2 2
P"<1+¢2> '

e Coeficiente de T'schuprow

|

“[c?—%ﬁ:—‘ﬁ]?-

e Coeficiente de Cramer
2
c ¢

min{r—1,5s—1)"
e Varidveis ordinais

Existem véarias medidas de associagiio entre varidveis ordinais e uma das
medidas que é [requentemente usada é o coeficiente de correlagio ordinal
de Spearman, dado por
n
63
=1

n(n?—1)’
onde d ¢ a diferenga entre as ordens (ranks) dos valores que o objecto
k assume nas duas varidveis i e j. Trata-se do coeficiente de correlacio
de Pearson rij entre as ordens dos valores assumidos por cada uma das
varidveis i e j.

Yy =

Outra medida de dissemelhanca comum, estd relacionada com o coefi-
ciente de correlacao de Spearman, é conhecida como o T (tan) de Kendall,
descrito em Kendall (1955).

Tanto o coeficiente de correlagio de Pearson, como o coeficiente de cor-
relagio de Spearman e o T de Kendall, tém valores no intervalo [-1,1].

2.4 ConsideragGes de ordem pratica

Quandlo os dados a analisar tém subjacente uma estrutura de grupos muito
pronunciada os resultados das possiveis andlises de clusters tém tendéncia
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a confirmar essa estrutura. Mas se essa estrutura é débil entdo é preciso
ponderar vérios aspectos dos dadoes que podem influenciar o resultado final.
Este cuidado faz todoe o sentido porque n andlise de clusters poe i disposicio
do analista uma variedade grande de solugdes que dependem dos objectos e
varigveis seleccionados, do facto de se usarem dados brutos ou transforma-
dos, da defini¢do de dissemelhanga, do método de anélise escolhido e ainda
de outros aspectos. Em seguida alerta-se para os cuidados a ter em conta
em alguns destes aspectos.

2.4.1 Selecgdo de objectos

A escolha dos objectos depende de certo modo dog objectivos da andlise.
Em casos em que os dados sao o produto de andlises anteriores pode ser
necessario escruting-fos de forma a expurgar objectos, que sem relevancia
para os objectivos, podem causar ruido e perturbar os resultados.

Muitas vezes o que se pretende é estudar e classificar e obler conclugoes
para i determinado conjunto de ohjectos, sem a pretensio de estender as
conclusoes a objectos que nao pertengam ao conjunto analisado. Neste caso
o analista deve certificar-se que nio hi ohjectos importantes que figuem fora
do conjunto.

Ontras vezes o conjunto de objectos é uma amostra de uma populacio
mais extensa e generalizar as conclusoes da amostra i populagio é uma ten-
bagio a que o analista deve resistir pelo menos nos casos em que nio tiverem
sido respeitados os principios de escollia aleatéria da amostra. Ao adoptar
o prineipio da escolha aleatdria espera-se que o8 grupos que possam existir
na populacio estejam adequadarente (proporcionalmente) representados
na amostra. Mas a escolha aleatoria pode trair a andlise de clusters no
caso de pequenos grupos que acabario por estar pouco representacos na
amostra e ser absorvidos pelos grandes clusters produzidos pela anslise.

A anslise de clusters é usada essencialmente com fins descritivos e qual-
quer generalizacao de conclusdes obtidas a partir da amostra é mais ra-
zoavel ser feita com base em analogin do que nos principios da inferéncia
estatistica.

2.4.2 Selecgdo de varidveis

As varidveis sdio as caracteristicas dos objectos e sdo elas que de facto
identificam os objectos. A escolha do nimero e natureza das varidveis ¢
provavelmente i dos aspectos que mais influencia os resultados de uma
anilise de clusters. Por nma questao de parsiménia parece razodvel pensar
num numero ta40 pequeno quanto possivel de varidveis a escolher e aten-
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der n&o s6 & relevancia (Milligan, 1980) das variiveis para o objectivo do
estudo como ao seu poder discriminatério. O sexo é uma varidvel decisiva
na divisao de um grupo de pessoas em homens e mulheres mas nio parece
nada relevante se o objectivo é saber se no conjunto em analise ha dife-
rentes gripos de pessoas, identificados pelo interesse que revelam por um
determinado conjunto de temas culturais.

A escolha do nimero de varidveis € também uma tarefa vital para a
andlise mas é polémica e diferentes autores revelam opinides diversas, como
Hands and Everitt (1987) que afirmam que anmentando o ndmero de va-
ridveis se obtém uma melhor identificacao dos clusters, e Price (1993) que,
nas mesmas circunstancias, sustenta que se obtéimn uma [raca identilicagio
dos clusters.

2.4.3 Estandardiza¢io

A estandardizacéo é justificada principalmente por trés razdes:

(1) as varidveis sio medidas em unidades diferentes,
(i1) as varidveis lem variincias muito diferentes,

(iil) as varidveis sho de diferentes tipos.

A estandardizagio elimina os efeitos arbitrarios que as varidveis nio es-
tandardizadas tém un construgio dos indices de semelhanga, fazendo com
que a sua constribuigdo para a construgio dos coeficientes de semelhanga
seja mais equilibrada.

Dois procedimentos comuns para efectnar a estandardizacio sao dividir
as observacoes pelo desvio padrao on pela amplitude das observacoes. Fm
Milligan and Cooper (1988) mostra-se, com base num estudo de simulacio,
que a divisao pela amplitude € um método de estandardizacao que supera
nao sb o do desvio padrao como outros experimentados nesse estudo.

A Tabela 2.9 mostra um pequeno conjunto de dados artificiais. A rep-
resentacao grafica destes dados apresenfa-se na Figura 2.3 (a), A Figura
2.3 (b) mostra o grifico dos mesmos dados depois de estandardizados e
serve para ilustrar como a estandardizacio pode de facto alterar a razao
de semelhanca enlre os objectos iniciais. No Capitulo 6 vé-se, observando
a Figura 6.4, como essa alteragio se reflecte nos resultados da andlise de
clusters.

O problema da estandardizagao levanta alguma polémica e hd autores
que consideram tratar-se de um comodismo cego que foge ao trabalho de
usar maneiras apropriadas de tratar dados heterogéneos.
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Tabela 2.9 Conjunto de dados artificiais.

Objectos x1  x2

1 10 8

2 12 8

3 8 15

4 12 15

5 16 15

6 12 25

7 17 25
] ‘| A
g . . - [ ]
% B

H
8 3 ° . . .
L [ ] - L] 3
. T ¥ T T ¥ T ki _I_'_ T L] T T
(a) nao estandardizados (b) estandardizados

Figura 2.3 Diagramas de disperséo para os dados da Tabela 2.9.

A estandardizagio ¢ um caso especial de um processo mais geral que
consiste em pesar as varidveis de forma a homogeneizar a sua contribuigno
na construcio de indices de semelhanga. A escolha de pesos ¢ uma. tarefa
dificil e requer um conhecimento profundo das varidveis e do seu papel no
problema em andlise. A [6rmula (2.7) dé sugestoes para pesos a atribuir as
varidveis.

Para os dados relativos a 20 alimentos apresentados na Tabela 3.1 uma
maneira sugestiva de atribuir pesos as varidveis é dividir cada uma delas
pela quantidade correspondente as necessidades didrias dessa mesma varis-
vel.

O procedimento geral para controlar a acgao das variaveis é a transfor-
macao, o que engloba os procedimentos anteriores. Uma transformacio
muito comum é o logaritimo (¥; = logX;), usada de preferéncia quando a
varidvel em causa apresenta valores muito grandes em relagéo as outras.
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2.4.4 Escolha da medida de proximidade

Muitos dos métodos usados na analise de clusters requerem uma matriz de
dissemelhancgas entre as entidades a agrupar, objectos ou varidveis. Nas
Secgbes 2.2 e 2.3 refere-se um grande niimero de coeficientes de semethanga.
e dissemelhanca e a lista existente parece nao ter fim. Por isso, apesar das
sugestoes dadas em Gower and Legendre (1986), a escollia ¢ dificil, mesmo
tendo presente que se conhecem as propriedades mais importantes desses
coeficientes (Baulieu, 1989).

Em geral para agrupar objectos usam-se coeficientes de dissemelhangas,
muitos deles baseados em distdncias, e o agrupamento de varidveis assenta
em medidas de correlagdo ou associagao.

O que se pode dizer é que nao se conhece uma indicagao clara para es-
colher a medida de proximidade que melhor se adapte ao problema que
se pretende resolver. A natureza das varidvels, as bransformacgoes que es-
tas possam exigit e o método de andlise de clusters a usar condicionam a
escolha, mas igualmente importante é um profundo conhecimento do as-
sunto que estd a ser investigado. E por isso que apesar de tanta oferta os
investigadores continuam a propor novos coeficientes.

2.45 Dados omissos

Uma situacao que ocorre muitas vezes quando se observam dados multiva-
riados & a existéncia de valores omissos que surgem porque ha observagoes
que se perderam ou que nao puderam ser efctuadas, o que ocorre em muitas
areas como, por exemplo, medicina, sociologia e arqueologia. Everitt et al.
(2001) e Gordon (1999) dao indicagdes sobre como se deve proceder com
dados omissos no caso da andlise de clusters.

A eliminagao dos objectos com dados omissos nao é aconselhdvel quando
o nimero de objectos nestas condigdes é grande, por razoes 6bvias.

O habitual método de imputacio (estimagao) baseado no célculo de uma
estatistica a partir dos dados completos nao é recomendado em analise de
clusters, uma vez que o célculo da estatistica deveria ser feito com base
nos dados completos relativos ao grupo a que o objecto com o yalor omisso
pertence. E isso nido é possivel uma vez que antes da anilise nao sao
conhecidos os grupos.

Uma estratégia que se aconsetha é o uso do coeficiente de Gower apresen-
tado na Secgio 2.2. O peso w;jx na férmula de Gower (2.13) é zero quando
a varidvel k é omissa em pelo menos um dos individuos i ou j. Isso nao per-
turba o processo uma vez que a semelhanga entre i e j ¢ obtida efectuando
a média pesada com as restantes varidveis.
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Exercicios

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

Dois objectos, i e j, tém as mesmas medidas relativamente as p va-
ridveis que neles sao observadas.

(a) Qual o valor da dissemelhanca d;;?

(b) Mostre que a dissemelhanca entre o objecto i e um qualquer
objecto h é igual a dissemelhanca entre j e h, isto é, di, = d),,
qualquer que seja o objecto /1.

Dois objectos, i e J, sdo observados em p caracteristicas. Mostre que a
distancia euclidiana, djj, entre os dois objectos se pode obter a partir
da distancia de cada um deles ao seu centréide, dj. e d;.. Escreva a
relacdo entre os quadrados das trés distancias envolvidas.

Seja dﬂ-, o quadrado da distancia euclidiana entre os objectosie j, 6, o
angulo entre os vectores das coordenadas dos perfis dos dois objectos
e rij o coeficiente de correlagao daqueles vectores.

(a) Estabelega as condigbes em que se verificam as igualdades

d,zl =2(1 —cos0),

d,z, =2(1—cosrij).

(b) Quando rj; =1 tem-se que d,-zl» = 0. Pode entéo concluir-se que
os objectos sao iguais, no sentido de terem perfis coincidentes?
Discuta este caso em que r;; é extremo.

Considere a familia de métricas de Minkowski dada pela férmula geral
(2.9) e mostre que qualquer dos seus membros € uma métrica.
Mostre que a métrica do supremo se pode obter como limite da
métrica de Minkowski, isto é, demonstre a igualdade (2.10).
Considere o quadrado da distancia euclidiana entre dois objectos
quaisquer e mostre que esta medida preserva a ordem das distén-
cias mas nao satisfaz a propriedade triangular (recorra a um contra-
exemplo), isto é, trata-se de uma dissemelhanga que nio é uma métrica.
Este facto ajuda a compreender porque é que a propriedade triangular
nao est4 incluida nas propriedades da dissemelhanga. O quadrado da
distancia euclidiana nao seria uma dissemelhanga, o que nao é com-
pativel com a grande importéncia que a distancia euclidiana tem na
construcao de medidas de proximidade.

A semelhanca para comparar dois objectos i e j é tal que 0 <s;; < 1.
Mostre que dijj =1 —s;5 € a',-f,- = —logsj; s@o dissemelhangas.

Para comparar as espécies animais:

Tigre, Cao, Golfinho, Tubarao, Homem, Macaco,

foram considerados os atributos binarios
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2.9

2.10

2.11

come outros animais

come vegetais

desloca-se sobre quatro patas
vive na agua

tem pelo.

Construa as matrizes de semelhangas entre os animais com base no
cocficiente de Jacard e no cocficiente de concordancia simples.
Recorde o coeficiente de semelhanca de Hamann,

(a+b)—(b+c)

M= brctd

¥

e o coeficiente de concordéncia simples,

A a+d
T av b4 c+d’

entre dois objectos i e j. Mostre que hjj = 2si;— 1. Diga o que pode
concluir quanto ao coeficiente de correlagio entre os dois coeficientes
de semelhanca, Como se relacionam os resultacdos de uma analise de
clusters sobre 0 mesmo conjunto de objectos usando separadamente
aqueles coelicientes?

Duas varidveis bindrias, X; e X2, foram observadas em n individuos,
tendo-se registado o niimero de concordancias e d iscordancias obtidas:

X2
1 0
1{a b
Xq
0|lc d

onde a+b+c+d=n. Um coeficiente de semelthanga habitualmente
sugerido para comparar varidveis é o coeficiente de correlagao. Mostre
gue no caso de varidveis bindrias se obtém a expressao (2.14).
Mostre que o coeficiente de semelhanga para varidveis ordinais dado
pela férmula (2.12) e em que todo o objecto que tem o nivel m tem
todos os niveis inferiores, é precisamente o coeficiente de concordancia
simples.
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Métodos graficos

3.1 Introducao

A representaciio grafica constitui um procedimento essencial em andlise
de dados multivariados. A inspecgdo visual dos grificos produzidos pode
revelar aspectos dos dados que sejam Gteis para ajudar a perceber a sua
estrutura e a escolher o tipo de método a usar na sua andlise. Muitos livros
de anlise multivariada como, por exemplo, Krzanowski (1988) e Johnson
(1998), dedicam atengdo a este topico. Outras referéncias importantes sao,
Everitt (1978), Wang (1978), Flury e Riedwyl (1981), Chambers et al.
(1983), Tufte (1983) e de Toit et al. (1986).

Presentemente existe abundante software que produz ilustragoes graficas
de dados univariados com formas e cores variadas muito agradéveis de
observar e analisar. Embora no caso de dados multivariados a representagéo
grafica seja muito mais complicada, h actualmente software que perniite a0
utilizador produzir grificos atraentes com animagio e com cores, e actuar
sobre esses graficos interactivamente.

Do ponto de vista geométrico a anélise de clusters é muito simples, uma
vez que o que se pretende é visualizar os clusters a partir de uma represen-
tagio geométrica dos objectos ou das varidveis.

Dispondo de um conjunto de n objectos observados em p caracteristicas
ou variaveis cada objecto pode ser representado por um ponto no espago
p-dimensional. Por sua vez cada varidvel pode ser representada por um
vector num espaco n-dimensional, Fazer andlise de clusters resume-se en-
tio a observar pontos ou vectores num espago apropriado. Em termos de
visualizagéo isso é particularmente til em espagos de dimens&o inferior ou
igual a trés.

O espaco geralmente preferido é o espago a duas dimensoes onde o olho
humano parece ser capaz de explorar a posigao relativa dos ponlos.

Na Figura 3.1 estdo representados sete objectos cuja observagao podera
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Figura 3.2 Um conjunto de objectos sem estrutura aparente de grupos.

levar a concluir que existem (rés grupos, A1y, Azdg e Asdg, e que o objecto
A7 estd isolado. Parém, mesmo em duas dimensdes a observagio visual pode
ficar complicada como € o caso da Figura 3.2 onde nao é fécil discernir uma
estrutura de grupos.

As dificuldades de uma andlise de clusters feita com base na visualizacio
da representagao grifica residem no facto de ser um proceditento subjec-
tivo que geralmente sé funciona quande é possivel representar os objectos
em espagos de dimensao nao superior a trés e, de preferéncia, quando o
nimero de objectos nao é muito grande, A subjectividade resulta do facto
de nao se conhecer o mecanismo que as pessoas usam para agrupar os pon-
tos num grifico e reconhecer os clngters (Feldman, 1995). Como ¢ sabido
as pessoas peralmente concordam na andlise de estruturas onde os elus-
ters aparecem bem demarcados. mas quande isso nao acontece as nnilises
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diferem de pessoa para pessoa e héd mesmo quem veja clusters em dados
onde eles nao existem.

O que é preciso é entio dispor de procedimentos analiticos e automalicos
gue consigam identificar grupos de pontos, qualeguer que seja o seu nimero
e qualquer que seja a dimensao do espago em que estio. Alguns destes pro-
cedimentos serio estundados nos capitulos seguintes. Entretanto, tentando
explorar esta capacidade visual do olho humano, mostra-se a seguir como
¢é que se podem representar objectos medidos em uma, duas ou maiy di-
mensoes., Consideram-se dois processos: representagio griafica directa dos
objectos e representagao grafica indirecta dos objectos.

3.2 Representagdo grafica directa

3.2.1 Uma e duas varidveis

Quando os objectos sio medidos numa s6 varidvel, o que é raro, a repre-
sentacio griafica mais comum é o histograma. A forma do histograma é
geralmente informativa sobre o modo como se distribuem os objectos de
acordo com a variavel observada. A existéncia de vdrias modas é em geral
reveladora da existéncia de clusters, cada um deles associado a uma moda.
Esta interpretaco é particularmente ttil quando se dispoe de um grande
nimero de objectos.

O conjunto de dados, descritos na Tabela 3.1, relativos & composigao e
valor calérico de 100 gramas de cada wmn de 20 alimentos seleccionados,
embora relativamente moderado no que diz respeito ao nimero de objectos
e ao numero de varidveis é adequado para ilustrar as vérias técnicas gra-
ficas usadas na analise de dados multivariados. Usando a varidvel Ferro e
olhando para o correspondente histograma da Figura 3.3 vé-se que o feijao
estd isolado, que a cenoura e espinafres estio juntos e que os restanies
alimentos, com baixo teor de ferro, podem considerar-se agrupac los num s6
cluster. Este é o tipo de andlise que se pode lazer quando se trabalha com
uma tnica varidvel. Neste contexto, o estudo de todas as varidveis passa
por construir tantos histogramas gquantas as varidveis. A anilise da Figura
3.3, onde se encontram todos os cinco histogramas correspondentes as cinco
variaveis, juntamente com a andlise dos dados da Tabela 3.1, mostra que é
muito complicado interpretar globalmente o resultado deste procedimento,
pois que, em geral, cada histograma pode sugerir uma classificagno dife-
rente. havendo varidveis relativamente as quais néo parece haver qualquer
divisio em grupos. Bstas dificuldades prendem-se com duas importantes
questdes inerentes a toda a anélise de clusters:
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Tabela 3.1 Dados relativos a 20 alimentos seleccionados (por 100 gramas).

Iinergia Proteinas  Lipidos  Célcio  Ferro

(keal) (g) (g) (mg) (mg)
Azeite 000 0 100 0.1 0.05
Manteiga 770 0 85 13 0.2
Pescada 85 19 1 25 0.9
Vaca 208 18 15 12 1.5
Frango 158 20 8.5 18 1.8
Leite 57 3 3 126 0.1
Jogurte 59 3.2 3.2 125 0.2
Q. flamengo 316 26 23.2 800 0.8
Q. serra 392 26 32 800 1.2
Arroz 350 7.5 0.5 10 0.5
Pao’ 258 7 0.6 24 1.6
Feijao 290 20 1.2 170 6.5
Agtcar 400 0 0 15 1
Massas 365 10 0.5 20 1
Alface 22 1.8 0.2 70 1.5
Cebola 22 0.9 0.2 31 0.5
Espinafres 22 2.6 0.9 104 3.6
Cenoura 22 0.6 0 104 3.6
Batata 90 2.5 0 9 0.2
Couve 30 2.9 0.5 234 1.8

(1) qual o objectivo da anélise de clusters

(ii) que varidveis devem ser usadas na anélise com vista a atingir aquele
objectivo.

Além do histograma hé outros métodos para representagio gréfica de
dados univariados que sao igualmente informativos. Entre mmitas outras
possibilidacdes destacam-se os métodos que produzem grificos de barras,
graficos cirenlares e grificos canle-e-folhas.

Quando h4 duas varidveis que sdo observadas em cada objects também
é possivel construir um histograma bidimensional. A excepgio de casos
especiais o histograma bidimensional ndo se revela yitil.

A representagio mais corrente e mais natural para duas varidveis é o
diagrama de dispersao. Supondo que as duas varidveis sao Lipidos ¢ Cdleio,
o diagrama de disperséio, que se encontra na Figura 3.4 no cruzamento
das duas varidveis, destaca o agrupamento azeile e manteiga, 0 grupo dos
queijos, ficando aparentemente todos os outros elementos num sé grupo.
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Figura 3.3 Mistogramas para cada wma das waridveis da Tabela 3.1,

A consideragio de todos os pares de varidveis é uma tentativa de andlise
global mas resulta em geral dificil ¢ confusa, sobretudo quando o nimero
de varidveis é grande. Mas como todas as contribuigoes, mesmo diminutas,
podem ser \iteis para a andlise e porque o software actualmente disponivel
produz estes graficos com grande facilidade, vale sempre a pena olhar para
eles com atengio e perspicicia. O diagrama Fnergia contra Lipidos destaca
bem o grupo azeite e manteiga ¢ além disso revela que para um grande
grupo de alimentos parece existir uma relacao linear positiva entre as duas
varidveis. Dsse grupo é constituido por todas as observagoes & excepcio
dos farindceos — arroz, pho, feijao, agicar e massas. A correlacio entre as
varidveis Energio ¢ Lipidos ¢ 0.863, com todas as observacoes, e (0.992, sem
os farindceos.
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Figura 3.4 Matriz de diagramas de dispersdo para os dados dos alimentos.

3.2.2 Trés ou mais varidveis.

Quando a observagao dos objectos é feita em tres ou mais varidveis, o
histograma e o diagrama de dispersdo nao podem ser usados directamente,
A vez que estes nio podem envolver todas as varidveis simultaneamente.
Exceptua-se o caso de trés varidveis que permite a construgao de diagramas
de dispersao tridimensionais, mas a leitura e anélise destes diagramas & em
geral diffcil.

A Figura 3.5 apresenta esse diagrama para as varidveis Proteinas, Lipidos
e Cdlcio.

Como se viu a aplicagéo do histograma a cada uma das varidveis e do
diagrama de dispersao a cada um dog pares de variaveis separadamente,
cotmo mostram as Figuras 3.3 e 3.4, respectivamente, é uma forma indirecta
de usar estes gréficos para realizar a andlise global com todas as varidveis,
como se pretende. Existem, no entauto, outros métodos. As Figuras 3.6,
3.7 e 3.8 mostram trés maneiras engenhosas de representar graficamente
dados multivariados (caras de Chernoff, estrelas e curvas de Andrews). Os
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Figura 3.5 Um diagrama de dispersdo tridimensional para os dados dos
alimentos.

dois primeiros gréficos foram obtidos usando S-PLUS e o terceiro usando
uma fungao! escrita para o software R.

e Caras de Chernoff

Cada varidvel é associada a um aspecto particular da face de uma pessoa
(Chernoff, 1973). Com p varidveis, Xi,...,X,. pode associar-se, por exem-
plo, X; a0 tamanho global da cara (drea da cara), quanto maior o tamanho
maior o vidor de X;. O tamanho do nariz pode associar-se a X3, a distancia
entre os olhos a X3 e assim sucessivamente para outros aspectos da cara.

A Figura 3.6 mostra a representagao grifica dos dados da Tabela 3.1
usando caras de Chernoff. O grafico permite identificar varios clusters,
confirmando as expectativas que se tém como resultado do conhecimento
geral sobre o valor calérico e a composicao dos alimentos. B instrutivo
comparar os clusters que resultam da andlise desta representacao grafica

1 Disponfvel em http://math.usu.edu/~minnotte/research/ software/Andrews.r
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Figura 3.6 Caras de Chernoff para os 20 alimentos.

com os clusters produzidos por uma verdadeira andlise de clusters aplicando
o0s métodos dos Capitulos 4 e 5. No Capitulo 6 pode ver-se o resultado que
se obtém usando anélise de clusters.

Uma dificuldade das caras de Chernoff prende-se com o facto da asso-
ciagio das varidveis s caracteristicas da cara ser subjectiva. Além disso,
diferentes maneiras de associar as varidveis as caracteristicas conduzem a
gréficos de diferentes aspectos e podem levar a diferentes conclustes em
termos do ntimero e composicdo dos clusters.

e Estrelas (ou poligonos ou raios de sol)

Cada objecto é associado a um c¢irculo de raio constante e o valor das
varifiveis é indicado ao longo dos raios do cfrculo. Ao ligar as extremidades
dos raios obtém-se um poligono ou estrela. Na Figura 3.7 encontra-se a
representacao grifica das estrelas associadas aos alimentos da Tabela 3.1.
O ntimero e a composicio dos clusters sugeridos por esta representagao é
idéntico aqueles que sao fornecidos pelo uso das caras de Chernoff. O feijdo
aparece como um outlier, o que era visfvel também na Figura 3.6.



Representagio grafica directa 57

N N / i {

azeile manteiga pescada vaca frango
V. V. IAN
leite iogurte q.flamengo q.serra arroz

pao leljao acucar massas alface

‘ \ \ ' 4
cebola espinafres cenoura batata couve

Figura 3.7 Estrelas para os 20 alimentos.

e Curvas de Andrews

Um procedimento comum usado para representar dados multivariados é
associar cada um dos objectos do estudo, isto é, cada observagdo multiva-
riada, a um objecto conhecido e que nos seja familiar no nosso dia a dia.
Chernoff associou objectos a caras. OQutra possibilidade é associar os ob-
jectos a entidades matematicas. Andrews (1972) propds associar o objecto
com observagdes X, = (X,1,...,%p), & fungdo harménica

HD)= x—\;li +x2sent + x,3cost + x45en (2¢) + x,5008(2) + -+ -
onde ¢ é tal que —nw <t < ®. Representando graficamente a fungéo har-
moénica no intervalo (—m,7) fica feita a associagdo entre os objectos em
estudo e as chamadas curvas de Andrews. A funcdo f;(t) goza de virias
propriedades interessantes (ver Exercicio 3.4) e aquela que mais 1til se re-
vela no contexto da representacdo gréfica refere que a funcio preserva a
distancia euclidiana, isto é, a disténcia euclidiana entre dois objectos i e
J € proporcional & distancia euclidiana entre as respectivas fungdes f;(t) e

fi().
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Figura 3.8 Curvas de Andrews para os 20 alimentos (com o0s nimeros dos
objectos mais destacados).

As dificuldades das curvas de Andrews sao basicamente as mesmas difi-
culdades das caras de Chernoff. A interpretagao é dificil quando ha muitos
objectos e a representagio muda quando muda a ordem das varidveis que
fignram na fungao. Em amibos os casos, caras de Chernolfl e curvas de An-
drews, estandardizar os dados revela~se itil quando as varifiveis sio medidas
em unidades diferentes.

As curvas de Andrews para os dados dos 20 alimentos est&o representadas
na Figura 3.8. Ressalta imediatamente o isolamento do feijdo (curva 12)
e as associacoes do azeile e manteiga (curvas 1 e 2) e dos queijos (curvas
8 ¢ 9). No feixe das curvas restantes ndo é fdcil distinguir outros clusters
como acontece no caso das earas de Chernoff e estrelas em que héd outros
clusters visiveis.

Além dos métodos aqui brevemente referidos existem muitos outros (gri-
fos, caixas, bolhas, varios tipos de perfis e outros graficos engenhosos como
o diagrama de contornos que se apresenta na Figura 3.9) que estao descritos
na bibliografia indicada.
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Figura 3.9 Diagrama de contornos para os 20 alimentos.

3.3 Representacao grafica indirecta

Muitos dos métodos de andlise multivariada assentam em procedimentos
que levam & reducao do nimero de dimensdes do espago inicial de tra-
balho. Este resultado é muito 1til porque se & partida o nimero de va-
ridveis é grande, na sequéncia da anélise esse niimero pode ficar bastante
reduzido, facilitando a interpretagio da estrutura dos dados e facilitando
analises subsequentes. Uma vantagem especifica que resulta desta reducao
da dimensao traduz-se na possibilidade de os objectos serem representados
graficamente em espagos de pequena dimensao, eventualmente em espacos
de duas dimensdes, onde os objectos podem ser entao visualizados.

Para ilustrar este subproduto de natureza grafica aplicam-se a seguir trés
métodos de andlise multivariada (componentes principais, analise factorial e
multidimensional scaling) a trés conjuntos de dados. Nao se d4 mais do que
uma breve explicacdo dos métodos usados e remete-se o leitor para algum
dos muitos livros de anélise multivariada como, por exemplo, Johnson and
Wichern (2002), Jobson (1992) e Everitt and Dunn (2001). Aqui o leitor
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encontra nao s6 explicagoes suficienfes sobre os aspectos mais importantes
dos métodos multivariados carmo também bibliografia especializada sobre
0s mesmos métodos.

Os mesmos dados sao novemente explorados no Capitulo 6 usando méto-
dos especificos de andlise de clusters. Os resultados af obtidos sdo con-
frontados depois com os resultados desta anélise grifica indirecta.

¢ Componentes Principais

Este método de anélise multivariada parte de p varidveis iniciais, Xi,...,X,,
observadas num conjunto de n objectos, e encontra p combinacoes lineares,
Y1,...,Y,, onde

Yi=anXy+---+ a,‘,,X,,,

que sao nao correlacionadas entre si. A inexisténcia de correlagao significa
que as novas variaveis medein diferentes dimensoes da estrutura dos dados,
senda que muitas vezes é possivel interpretar essas dimensoes atribuindo-
lhes significado fisico. As novas varidveis chamam-se Componentes Prin-
cipais e sao construidas de tal forma que aparecem ordenadas segundo a
magnitude da sua variancia, isto é

varY; > varY; > .- > vart,.

Ao efectuar uma anilise de componentes principais espera-se que as va-
riancias de muitas das novas varidveis, ou componentes pritcipais, sejam
tio pequenas que possam ser desprezadas sem que a variabilidade total do
sistema inicial de p variiveis fique grandemente reduzida. Se acontecer o
que se espera, a variagio btotal dos dados pode entio descrever-se por um
nimero reduzido de componentes principais, portadoras de uma percenta-
gem elevada da variagao total. Os resultados mais interessantes ocorrem
quando as varidveis originais sao altamente correlacionacdas.

Os casos que mais interessam A representagio grafica sao aqueles em que
apenas duas componentes principais sao suficientes para descrever o sistema
de varidveis iniciais. Podem entao calcular-se os valores, ou scores, dos
abjectos em cada uma das duas componentes principais retidas e em seguida
representd-los graficamente. Por exemplo, as coordenadas do objecto i nas
duas primeiras componentes principais, ¥) e Yy, respectivamente y;; e v,
sa0

Yit = anxiptapXp+ - +agxp
Yio = aaixiv +anxip+ -+ azpXip,

ondei=1,...,nexj,...,X, 880 os valores das observacdes do objecto i nas
varidveis originais, Xi,...,X,.
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Tabela 3.2 Componentes principais associadas ds varidveis da Tabela 3.1.

Componentes principais

Varidveis 1 2 3 4 5
Energia —0.633 0.170 —-0.302 0.155 0.675
Proteinas 0.158 0.682 0.017 0.692 —-0.175
Lipidos —-0.654 0.142 -0.194 -—-0.163 —0.699
Célcio 0.044 0.678 0.312 —0.645 0.159
Ferro 0.381 0.164 —-0.879 —-0.233 -0.024
Variancia 2.030 1.648 0.829 0.374 0.119
Yo devaridncia 406 735 902 97.7  100.0
acumulada

A aplicagdo do método das componentes principais & matriz de corre-
lagoes dos dados dos alimentos produziu os resultados que se encontram na
Tabela 3.2.

Como se observa as duas primeiras componentes principais sdo respon-
séveis por 73.5% da varidncia total e por isso é razodvel usar estas duas
componentes para explicar o sistema inicial. De acordo com os critérios
usuais de interpretacdo a primeira componente principal define um con-
traste entre Fnergia e Lipidos, por um lado, e as restantes varidveis, por
outro. A segunda componente pode ser vista como uma média das cinco
varidaveis observadas.

A representagao grafica dos 20 alimentos, apresentada na Figura 3.10,
permite visualizar os objectos e identificar clusters que possam existir.
Neste caso o grafico das duas primeiras componentes principais revela
essencialmente a mesma estrutura de agrupamentos ja captada pelos vérios
métodos de representacdo grafica directa descritos na Secg¢ao 3.2.

e Multidimensional Scaling (MDS)

Dados um conjunto de objectos e uma matriz de dissemelhangas associadas
a esses objectos, o método MDS tem por objectivo construir uma configu-
ragao do conjunto dos objectos num espago de dimenséo reduzida. Entende-
se por configuragdo um conjunto de pontos do referido espago determinados
de tal forma que a cada ponto corresponde um objecto e que a ordem das
distancias euclidianas entre pontos da configuragio respeita a ordem das
dissemelhangas entre os objectos correspondentes. Isto significa que, da-
dos dois objectos muito dissemelhantes, os dois pontos da configuracao
que os representam estdo muito distantes. Um exemplo muito comum que
esclarece bem o objectivo do método MDS consiste em usar as distan-
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Figura 3.10 Representagdo dos 20 alimentos no plano das duas primeiras
componentes principais.

cias kilométricas entre as cidades de um pais (matriz de dissemelhancas) e
aplicar o MDS para reconstruir o mapa das cidades (configuragao).

Como em outros métodos de andlise multivariada espera-se que o produto
final (aqui é a configuragao) esteja situado num espaco de baixa dimensao,
mas, do ponto de vista grifico, o que realmente inferessa é um espago de
dimensao dois ou, no méaximo, de dimenséo trés.

O método MDS foi aplicado & matriz de dissemelhangas (Tabela 1.4) en-
tre expressoes da face de uma mulher e a configuracao em duas dimensoes,
apresentada na Figura 3.11, revela trés grupos de cendrios: nm primeiro
que inclui os cendrios agradaveis (2, 3, 4, 8, 9), um segundo onde estio os
cendrios desagradiveis (1, 5, 10, 11, 13) e um terceiro contendo os cendrios
G, 7 e 12. Esta interpretagao simplista resulta apenas de uma tentativa
de classificar os clusters que foram identificados i vista. Uma interpre-
tagao mais rigorosa e completa nao dispensa conhecimentos da psicologia
da expressao facial.

e Anadlise Factorial

O objectivo da andlise factorial é semelhante ao da andlise de compo-
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Figura 3.11 Configuracao MDS dos objectos com a malriz de dissemelhan-
cas da Tabela 1.4.

‘nentes principais. A ideia bésica é descrever um conjunto de p varidveis
X1,X2,...,X, em termos de um pequeno nimero de factores (ou indices),
esperando que este processo venha a elucidar sobre a relagdo entre as va-
ridveis originais.

A grande diferenga entre os dois métodos é que a andlise factorial é
baseada num verdadeiro modelo estatistico, enquanto que as componentes
principais nao.

O modelo de analise factorial pode ser expresso em termos algébricos por
um conjunto de equagoes lineares

Xi=Mfi+rnfat++Anfi+e
Xo=Mifi+rnfo+-+Aufi+e

Xp=Mfi+trpfrt+Aufitep (3.1)

em que cada varidvel observada, X;, é uma soma ponderada de k factores, ou
varidveis latentes, ndo observadas directamente, mais uma varidvel residual
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especifica da varidvel X;. Os factores fi,...,fi sdo geralmente conhecidos
por factores comuns, as varidveis ey, ...,ep por factores especificos e os pesos
M, ..., hpk por loadings.

O modelo pode ser nsado meramente para explorar a estrutura dos dados
e investigar a relagio entre varidveis observadas e factores.

Evitando entrar na complexidade deste modelo, nas hipdteses em que as-
senta e nos detalhes dos métados de estimagio que estao disponiveis para
estimar os seus parametros, pode afirmar-se que a resolugao do sistema de
equagdes 3.1 é equivalente & seguinte decomposicao da matriz de covarian-
cias das varidveis observadas, X,

T=AN +Y,

em que A é a matriz dos pesos e ¥ é a matriz diagonal das variancias de
€yeny€p. B vez da matriz de covariancias pode ser usada a matriz de
correlacoes das varidveis observadas.

Fstimados os parametros, podem calcular-se os scores dos objectos nos k
factores do modelo. Com base nestes valores (scores) podem representar-se
graficamente os objectos no espago dos factores, o que é particularmente til
no caso de dois factores. Este processo de representacio gréfica dos objectos
¢ semelhante ao que [oi usado na andlise de componentes principais.

A andlise factorial esté porém vocacionada para representar graficamente
as varigveis. Para exemplificar esta capacidade analisou-se a matriz de
correlacoes apresentada na Tabela 3.3. Os dados, referidos em Harman
(1976), consistem em oito varidveis fisicas medidas em 305 raparigas dos
sete nos dezassete anos de idade.

A andlise directa da matriz de correlagdes sugere a existéncia de dois
grupos de varidveis: (i) as quatro primeiras que medem a “esbelteza” e (ii)
as quatro niltimas que medem a “robustez fisica”.

O resultado da anélise factorial produziu as estimativas dos loadings que
se apresentam na Tabela 3.4,

A Figura 3.12 faz a representagio gréfica das variaveis num sistema eni
que os eixos sao os factores, As coordenadas de cada varidvel sao 0s seus
loadings nos dois factores. O gréfico mostra claramente a existéncia dos
dois grupos de varidveis ja sugeridos pela andlise directa da matriz de cor-
relacoes. Pica assim evidenciado o interesse da analise factorial na pesquisa
de agrupamentos de varidveis, aspecto que constitui o unico objectivo desta
breve e incompleta introdugao.

Os trés métodos aqui referidos a propésito da representagao grafica in-
directa de objectos e varidveis nao esgotam a oferta que a analise mul-
tivariada nos d4. Dois outros métodos muito comuns e que servem estes
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Tabela 3.4 Estimativas dos loadings correspondentes ¢ andlise factorial de
oito varidveis fisicas.

Factores
Variaveis 1 2
1 0.856 —0.324
2 0.848 —0.410
3 0.809 —-0.409
4 0.831 -0.342
5 0.746 0.563
6 0.632 0.496
7 0.570 0.513
__8 0.608 0.353
F
1.0 7
8 ﬂ
.6 .
Js 5

=
®x

.2
{ = T T — B
2 4 .6 8 1.0
_o
1
4..
-4 J o0
3 2

Figura 3.12 Andlise factorial de oito varidveis fisicas.
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objectivos graficos sdo a andlise de correspondéncias e 0 método que assenta
na representacao grafica biplot. Uma introdugio a estes métodos pode ser
encontrada na bibliografia referida no fnicio desta sec¢éo.

Exercicios

3.1 Considere os dados dos planetas apresentados no Capitulo 1 e as
sete primeiras varidveis da Tabela 1.1. Faga, recorrendo a software
adequado, a representagao grafica dos dados usando

(a) caras de Chernoff
(b) estrelas
(c) curvas de Andrews.

3.2 Repita o Exercicio 3.1 trabalhando com os dados estandardizados.
3.3 Compare os grificos produzidos no Exercicio 3.1 e no Exercicio 3.2 ¢
identifique aquele que lhe parece mais atil. Justifique a sua escolha.
3.4 Mostre que as curvas de Andrews preservam a distancia euclidiana.
Isto ¢, usando o quadrado da disténcia euclidiana entre os objectos i
e j, tem-se que
p
d,-zj = z (x,-k o Xjk)z
k=1

€ proporcional a
/_n () — fi(e)2ar.

Recorde que

™ T
/ senkrsenlrdr =0, k1, / coskrcosltds =0, k1,

- -n

T
/ senktcosltdt =0.

—T
3.5 Considere os dados da temperatura apresentados na Tabela 3.5.

(a) Apresente o diagrama de disperséo a trés dimensdes para as trés
variaveis.

(b) Apresente os diagramas de dispersio para todos os pares de
varidveis. Acha que algum destes graficos suporta a ideia das
varidveis estarem relacionadas?

(¢) Faga o estudo grafico dos dados usando

e caras de Chernoff
o estrelas
e curvas de Andrews
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Tabela 3.5 Dados relativos ds temperaturas médias didrias em 83 cidades
da Europa no més de Janeiro de 2004.

Maxima Minima Média
{-‘JC) {nc‘} (uc‘)

Amesterdao 9.2 -3.6 3.9
Atenas 15.6 0.3 8.8
Belgrado 8.2 -9.0 -1.2
Berna 10.7 -6.5 11
Bratislava 5.4 -9.9 -2.2
Bruxelas 10.2 -5.7 3.8
Bucareste 2.1 -10.4 -3.3
Budapeste 5.7 -7.8 -2.5
Copenhaga 3.2 -7.6 -14
Dublin 10.4 -0.8 5.5
Estocolmo 1.9 -12.7 -3.3
Helsinquia -0.3 -16.4 -7.2
Kiev 1.6 -11.2 -4.3
Lisboa 15.8 8.4 12.5
Londres 104 0.6 6.2
Madrid 12.0 14 6.0
Minsk -0.1 -15.3 -6.9
Moscovo 1.2 -16.4 -7.0
Munique il -10.8 -1.0
Oslo 0.3 -16.8 -6.0
Paris 11.8 -2.2 5.3
Praga 3.3 -16.6 -3.4
Pristina 7.2 -8.2 -1.1
Reiquejavique 6.0 -9.4 -0.1
Riga 1.1 -12.1 -5.6
Roma 13.3 04 6.7
Skopje 8.4 -5.4 -0.3
Séfia 8.6 -10.7 -2.9
Thlisi 8.4 -1.2 3.4
Tirana 14.2 -2.2 6.7
Varsévia 2.8 -12.1 -5.0
Viena 5.7 -10.9 -1.8

Zagreh 9.7 -5.8 0.0
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Identifique os clusters se os houver. Altere a ordem das varidveis
e repita as trés representagbes graficas anteriores. Compare as
representagoes. O que pode concluir?

Efectue uma mudanga de escala apresentando as temperaturas
em graus Fahrenheit. Em seguida responda a alinea (c). Co-
mente os resultados obtidos.






4

Métodos hierarquicos

4.1 Introdugao

Nos métodos hierarquicos os grupos formam uma hierarquia caracterizada
pelo facto de dados dois grupos, quaisquer que eles sejam, os grupos ou
sio disjuntos ou um deles estd contido no outro. Para aplicar os méto-
dos hierdrquicos recorre-se geralmente a dois tipos de procedimentos ou
algoritmos:

(i) os algoritmos aglomeralives ou ascendentes que actuam a partir dos
n ohjectos iniciais, encarados como grupos con un 56 objecto, for-
mando noves grupos por aglutinagio sucessiva de gropos lormados
anteriormente;

(ii) os algoritmos hierdrquicos divisivos ou descendentes que actuam a par-
tir de um grupo inicial, formando novos grupos por divisio slicessiva
de grupos anteriores até chegar a n grupos singulares de um s6 ob-
jecto.

A estrutura hierdrquica proveniente destes procedimentos, tanto aglomera-
tivos como divisivos, costuma representar-se por um grafico a duas dimen-
sdes chamado dendrograma, também conhecido por diagrama de drvore ou
drvore hierdrquica e ainda por fenograma que é a designagao usada em ta-
xonomia numérica. Em Kaufman and Rousseeuw (1990) referem-se outras
maneiras de representar graficamente a informagao contida num dendro-
grama. Trata-se do gréfico em bandeira (banner plot), do grifico icicle e
do gréfico tipo Ward.

O grafico da Figura 4.1 representa um dendrograma que configura o es-
quema de ma Arvore em posiGio invertida, com a raiz para cima e os
ramos para baixo. Os nds internos representat os clusters e n altura dos
troncos indica a distancia a que os clusters se ligam. Alturas pequenas in-
dicam que a aglutinagao é feita entre clusters razoavelmente homogénecos.
Existem diversas variantes cleste dendrograma e o formato grafico em que
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Figura 4.1 Ezemplo de dendrograma.

€ apresentado é também variado, dependendo do software que o produz.

Por vezes a drvore aparece em posi¢éo horizontal com os ramos & esquerda
e a rafz a direita. Esta simples representacio faz lembrar o tipo de estru-
turas de classificacdo em familias, espécies e subespécies encontradas em
zoologia e botanica. A grande virtude do dendrograma é mostrar como os
sucessivos grupos efectivamente se vao formando ao longo do processo hie-
rarquico, quer subindo quer descendo a 4rvore. No entanto o dendrograma
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nao mostra a informacéo relativa as dissemelhangas iniciais. O dendro-
grama serve também para ver quantos grupos se devem considerar. Neste
exemplo h4 9 objectos e a partir deles podem obter-se trés grupos (A,B,C)
cortando a drvore pelo segmento de recta r e obtém-se dois grupos se a
arvore for cortada pelo segmento de recta s. Note-se que embora os ob-
jectos tenham sido colocados por ordem nao é essa a pratica visto que a
ordem dos objectos (ramos) é arbitraria embora dependente do algoritmo
usado na construciio dos clusters. De facto o dendrograma nao é rigido e
deve interpretar-se como um esquema mével em torno dos eixos de ligacéo.
Assim podemos colocar 2 na primeira posi¢ao e 1 na terceira, o que corres-
ponde a efectuar uma rotacio em torno do eixo de ligagao vertical mais &
esquerda. Efectuando a rotagéo do segundo eixo de ligagio mais & esquerda
consegue-se trocar 2 com 3 e colocar os objectos que definem o cluster A
pela ordem 3, 2, 1. Na verdade, usando o mesmo método hierdrquico e o
mestmo conjunto de dados, podemn obter-se 27! dendrogramas de aparén-
cia diferente, dependendo da ordem pela qual se dispdem os objectos. Na
Figura 4.1 encontra-se ainda um eixo vertical designado por “distancias
entre grupos” com uma escala que mede a distancia a que os clusters se
fundem. Dada uma matriz de dissemelhancas existem muitas maneiras de
definir, a partir destas dissemelhangas, a distancia entre grupos. E uma vez
escolhida a definigao apropriada pode entio determinar-se a distancia entre
quaisquer dois clusters ou objectos. A distancia entre dois objectos, d*, é a
distancia dada pelo nivel minimo, nivel critico, ou nivel de fusio a que os
objectos se ligam para formar um novo cluster. No caso da Figura 4.1 as
distincias entre os objectos 6 e 7, 6 ¢ 8. 6 e 5. sio: diz =dg3 =1, dgg =2,
dos = 8. As novas distancias d*, chamadas distancias criticas (threshold),
satisfazem as habituais propriedades das dissemelhancas e gozam ainda da
desigualdade ultramétrica, uma propriedade que a maior parte das disse-
melhangas nao satisfaz. De acordo com a desigualdade ultramétrica tem-se

d,-*j < max(d;}(,d,:i), (4.1)

para todos os objectos i, j, k, onde d,-"j representa a distancia critica entre os
objectos i e j.

A propriedade ultramétrica surgiu pela primeira vez em 1967, aparecendo
simultaneamente em trés artigos, Hartigan (1967), Jardine et al. (1967) e
Johnson (1967).

Intuitivamente a desigualdade ultramétrica implica que dados trés ob-
Jjectos quaisquer, ou as trés distancias entre eles sdo iguais, como acontece
num tridngulo equildtero, ou, como se verifica mais frequentemente, uma
das distancias ¢ menor do que as outras duas, que sao iguais entre si, como
acontece num tridngulo isésceles.
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A desigualdade ultramétrica é mais forte do que a desigualdade triangular
(ver Exercicio 4.2) e por isso as matrizes de dissemelhanca nio satisfazem,
em geral, a propriedade ultramétrica. Porém, a maltriz de distancias Criti-
cas, isto ¢, a matriz resultante da transformacao de uma matriz de disse-
melhancas inicial numa estrutura hierdrquica, satisfaz a propriedade ultra-
métrica. De facto, a condicdo necesséria e suficiente para que uma matriz de
dissemelhancas possa ser representada exactamente por um dendrograma
é que satisfaca a desigualdade ultramétrica. A propriedade ultramétrica
garante ainda que & medida que os clusters se vao formando, as distancias
correspondentes vao surgindo de maneira monétona nao decrescente.

4.2 Procedimentos aglomerativos

Como j4 se disse, na construgao de uma. hierarquia, podem usar-se dois tipos
de algoritmos e um primeiro passo é decidir qual o tipo de algoritmo a usar,
se aglomerativo, que parte de n grupos singulares e termina num grupo de
n objectos, se divisivo que parte de um dnico grupo e termina em n grupos
singulares. A escolha tem cafdo largamente nos algoritmos aglomerativos,
com o argumento de que os algoritmos do tipo divisivo sdo geralmente muito
mais exigentes do ponto de vista computacional. Enquanto que o primeiro
passo do processo aglomerativo inclui a construgéo de dissemelhancas que
envolvem C} = n(n— 1)/2 objectos, o primeiro passo do processo divisivo
envolve um minimo de grupos ou partigoes igual a 2" — 1.

Até ao presente os algoritmos aglomerativos tém sido os mais populares
e até os linicos existentes para muitos utilizadores. O procedimento aglo-
merativo descreve-se em poucos passos.

Passo 1: Considerar os n objectos iniciais como n grupos singulares. A dis-
semelhanca entre os grupos coincide com a matriz de dissemelhancas
entre os objectos, D = [d;;], onde dj; é a dissemelhanga entre o objecto
i e 0 objecto j.

Passo 2: Identificar o elemento mais pequeno da matriz D, o que equivale
a identificar os dois grupos mais semelhantes, digamos A ¢ B, e a sua
dissemelhanga, que se representa por dag.

Passo 3: Unir os grupos A e B & distincia critica dap. Actualizar a matriz
D eliminando as linhas e as colunas correspondentes aos grupos A
e B e introduzindo uma nova linha e coluna com as dissemelhancas
calculadas entre o novo grupo (AB) e cada um dos restantes grupos.
Com esta operacdo a ordem da matriz baixa de uma unidade.

Passo 4: Repetir os Passos 2 e 3 num total de n—1 vezes até obter um
\nico grupo que, desta maneira, incluird todos os objectos.
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E f4cil pdr em operagao este algoritmo fazendo uso do computador. Mas
antes é indispensavel definir a dissemelhanca, requerida no Passo 3 do al-
goritmo, entre dois grupos, um dos quais, pelo menos, pode ter mais do
que um objecto.

H4 muitas maneiras de definir a dissemelhanga entre dois grupos e uma
maneira que parece natural é considerar um qualquer tipo de média das
dissemelhancas entre os individuos ou a distncia entre os seus centréides.
Cada uma delas estd associada a um método hierdrquico aglomerativo. De
entre os varios métodos possiveis destacam-se aqueles cuja utilizacio é mais
frequente. Considera-se ainda que dados dois grupos genéricos A ¢ B com
n4 e np objectos, respectivamente, dsg designa o seu nivel critico, ou seja, a
disténcia entre os dois grupos. Definir uma distancia equivale a determinar
um método hierdrquico aglomerativo que lhe fica associado.

4.2.1 Métodos hierarquicos aglomerativos mais comuns e seu fun-
cionamento

e Ligacao simples (ou método do vizinho mais préximo)

No método da ligagio simples a dissemelhanca entre os dois grupos é a
menor das nanp dissemelhancas entre cada elemento de A e cada elemento
de B

dpp=min{d;;: i€A, j€B}. (4.2)

Este ¢ um dos métodos hierarquicos mais simples e a0 mesmo tempo muito
geral, na medida em que pode detectar grupos com forma muito variada.
Comegou por se tornar muito popular na drea da taxonomia numérica,
passando a ser muito conhecido depois da publicagao do trabalho de Sokal
and Sneath (1963).

E possivel identificar varias propriedades do método que é importante
conhecer para perceber o seu funcionamento. Embora haja muitos objectos
envolvidos, a dissemelhanca entre dois grupos é determinada pelos objec-
tos mais préximos (os vizinhos mais préximos), o que significa que uma,
Unica ligagao é suficiente para juntar os grupos. Deste modo acontece que
cada vez que um objecto é adicionado a um grupo, as distancias do novo
grupo aos restantes grupos tornam-se menores ou ficam inalteradas. H4
assim uma tendéncia para que os grupos vao crescendo e se vao juntando
para formarem grupos maiores, deixando os objectos isolados firmes na sua
posigao. Isto pode entender-se como um ponto positivo que joga a favor do
método, uma vez que traduz a sua capacidade de detectar outliers. O tipo
de distancia entre dois grupos baseia-se na mais forte medida de proximi-
dade entre os objectos nos dois grupos e isto faz com que o método nao
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Figura 4.2 Grupos de ligagio simples.

seja capaz de isolar grupos cuja separagio nio seja muito nitida. Como se
observa na Figura 4.2 (a) os grupos (i) e (ii) ndo sio claramente discerniveis
no dendrograma e a sua ligacdo é feita a um nivel critico. A inclusio de um
ou dois objectos entre dois grupos bem definidos pode ser suficiente para
levar & jungéo dos grupos.

Este facto, conhecido como o efeito de cadeia, é caracteristico do método
da ligagéo simples e tende a produzir grupos alongados. Este comporta-
mento pode ser visto como nao robusto, no sentido de que a adicao de
dados, mesmo que em pequena quantidade, pode alterar radicalmente o
resultado final. Contudo o efeito de cadeia, geralmente considerado como
defeito, pode ser 1til em certas areas. E o caso da taxonomia numérica onde
a existéncia de objectos fazendo a ligacdo entre dois grupos bem definidos
pode trazer a explica¢do necessaria para compreender a verdadeira relagdo
entre os dois grupos, isto é, o mecanismo da cadeia evolutiva. Além disso
o efeito de cadeia faz com que o método seja capaz de delinear grupos de
forma néo eliptica, o que geralmente nio acontece com outros métodos,
como mostra a Figura 4.2 (b).

Uma propriedade tinica do método de ligacio simples é o que se pode
chamar a sua indiferenga em relaco a casos de empate. Isto é, se houver
duas dissemelhangas que sejam iguais e menores que todas as outras, dap =
dcp, e tendo que escolher uma das duas para produzir um novo grupo e
prosseguir a analise, o resultado final ndo se altera seja qual for a opgao
tomada, dap ou dcp (ver Exercicio 4.1).

Pensando no caso de varidveis continuas este comportamento pode ser
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classificado como um comportamento robusto, na medida em que é muito
possivel que pequenas perturbacoes das distancins (pode dizer-se que neste
caso praticamente nao hi empates perfeitos) néo alterem o padrao geral da
estrutura dos grupos.

Finalmente refere-se que o resultado de uma anglise de clusters com base
na ligagio simples nio é alterado por qualquer transformacio mondtona das
distancias usadas por este método. Ista propriedade é partilhada também
pelo método da ligacio completa que ¢ introduzido a seguir,

Exemplo 4.1. Parailustrar o funcionamento do algoritmo aglomerativo apli-
cado ao método da ligacao simples, construiu-se a seguinte matriz de dis-
semelbangas, relativa a cinco objectos hipotéticos, designados por 1, 2, 3,
4, b

1 2 3 4 5
1 0
D=ldy]= 2 | 7 5 o (4.3)
4 8 5 8 0
5 3 10 9 @ o

Passo 1: Considera-se que cada objecto é um grupo singular e procuram-se
os dois objectos mais préximos, identificados pelo elemento de menor
valor da matriz D, d;; = min{d;j: i,j=1,...,5} =d4s = 1. Os dois
objectos, 4 e 5, fundem-se, ao nivel critico dss = 1, para formar um
novo grupo (45). Passa-se entdo & construgdo da nova matriz de
dissemelhancas, Dy. Primeiro obtém-se as dissemelhancas dyys); entre
0 grupo (45) e os restantes grupos singulares ou objectos, i=1,2,3

di4s)) = min (dyy,ds;) = min(8,3) = 3
d(452 = min (dgz,ds;) = min (5,10) = 5

d(45)3 = min (d43,d53) = min (8,9) =8

A nova matriz, Dy, obtém-se a partir de D eliminando as linhas e as
colunas correspondentes aos objectos 4 e 5 e acrescentando a nova
linha e coluna correspondentes ao grupo (45)

2 3 (45)

D, =

W N -

1
0
7
4
(45) 3

SIS
[an)



78 Meétodos hierdrquicos

Passo 2: O menor elemento da matriz Dy é dy3 =2 e por isso os objectos
2 e 3 sdo aglutinados, ao nivel critico d23 = 2, para formar o grupo
{23). Calculando as distancias do grupo (23) aos restantes,

d(23)] = min (a'21 ,d3]) = min (7,4) =4

d(23)(a5) = min (dy(45),d3(45)) = min (5,8) =5
obtém-se a matriz
1 (23) (45)
D~ | 0
(23) 4 0
(45) ® 5 0

Passo 3: O menor elemento de D, é definido pela distancia entre o objecto 1
e o grupo (45), ao nivel critico dj(45) = 3, para formar o grupo (145).
Uma vez que a distancia entre os dois tinicos grupos é dij4s)23) =
min (d1(23),d(45)(23)) = min(4,5) = 4, tem-se a nova matriz

(23) (145)
D3= (23) [ 0 J
(145) | @ o0

Passo 4: A tnica possibilidade que resta é aglutinar os dois grupos, ao nivel
critico igual a 4, para formar um s6 grupo contendo os elementos

(12345).

A sequéncia dos vérios passos e o processo de aglutinagdo com os niveis
criticos est4 descrita no dendrograma da Figura 4.3, produzido pela fungédo
agnes implementada no software S-PLUS 2000. D representa a distancia
entre grupos. O resultado gréfico fornecido por este software inclui nao
s6 o dendrograma como também o grafico em bandeira que se mostra na
Figura 4.4. Em muitas situages este grafico faz lembrar uma bandeira
com o mastro & direita, motivo porque é assim chamado. O gréfico contém
exactamente a mesma informacao do dendrograma e os seus defensores,
Kaufman and Rousseeuw (1994), clamam que a sua interpretagio é sim-
ples e intuitiva, permitindo analisar com facilidade a estrutura dos dados,
tanto globalmente como a qualquer nivel de dissemelhanga que se considere.
Contudo o gréfico estd longe de atingir a popularidade do dendrograma.
O gréfico é lido da esquerda para a direita da mesma forma que o dendro-
grama é lido de baixo para cima.

Na Figura 4.4 vém-se claramente os véarios niveis de fusio e pode obter-se,
como no dendrograma, a estrutura de grupo, isto é, o nimero de grupos,
a um nivel qualquer. Cortando o grafico por uma linha vertical aos niveis
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Figura 4.3 Dendrograma para cinco objectos (método da ligagdo simples).

3.5, 2.5 e 1.5 obtém-se, respectivamente, dois, trés e quatro grupos. A
parte escura ¢ usada para dar uma ideia do nivel de estrutura encontrado
nos dados pelo algoritmo. Quando hé estrutura natural nos dados as dis-
semelhancas entre clusters tornam-se maiores do que dentro dos clusters e
as faixas tornam-se mais longas. Uma medida da magnitude da estrutura
existente é dada pelo coeficiente aglomerativo que é também fornecido com
o gréafico.

Para cada objecto i define-se m(i) como a dissemelhanca entre i e o
primeiro cluster com o qual i é aglutinado, dividida pelo maior nivel de
fusdo. O coeficiente aglomerativo, AC, é dado pela média de 1 —mf(i),
i=1,...,n, ou seja,

3 (- m(i)

AC==! ; 4.4
; (4.4)

Os dois casos extremos acontecem quando:

e AC=1,isto é, m(i)=0, i=1,...,n. Neste caso os grupos, contendo
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Coelficiente aglomerativo = 0.55

Figura 4.4 Grdfico em bandeira para cinco objectos (método da ligagdo
simples).

objectos coincidentes, estao bem separados. A zona escura atinge
o seu maximo possivel. A Figura 4.5 ilustra uma destas situagoes
em que hé dois grupos, um com trés objectos representados por trés
pontos coincidentes e outro, & distancia dez do primeiro, formado por
dois pontos coincidentes.

e AC =0, isto é, m(i) =1, i=1,...,n, os objectos formam um tnico
grupo e nao h4 faixa escura no gréfico. Basta pensar nos cinco pon-
tos e admitir que a matriz de dissemelhangas que lthe esté associada
tem todos os elementos fora da diagonal principal iguais a dez, por
exemplo. Os objectos mantém-se separados até ficarem ligados ao
nivel 10.

Esquecendo estes dois casos extremos que raramente surgem na pratica,
o que se pode dizer é que AC préximo de 1 é indicagado da existéncia de
uma estrutura natural nos dados. Se AC é préximo de zero pode concluir-
se que o algoritmo nao encontrou uma estrutura natural, isto é, os dados
formam apenas um tinico e grande grupo. AC é por assim dizer uma medida
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Coeficienete aglomerativo = 1

Figura 4.5 Grdfico em bandeira para dois grupos isolados, AC = 1.

global da dissemelhanca dos dados. Note-se que AC tende a aumentar com
o nimero de objectos, o que desaconselha a sua utilizagdo para comparar
estruturas de dados com tamanhos muito diferentes.

Também se verifica que o coeficiente aglomerativo geralmente aumenta
quando um outlier é adicionado ao conjunto de dados, o que leva a que o
utilizador nao deva embarcar em conclusdes precipitadas perante um AC
grande. Felizmente o gréifico tem a grande vantagem de mostrar bem os
outliers, concluindo-se que uma anélise correcta é aquela que tem em conta
o valor de AC e o exame do gréifico em bandeira.

Na Tabela 4.1 mostram-se os célculos que permitem confirmar o valor
de AC = 0.55 para a estrutura produzida pelo método da ligacio simples
aplicado aos cinco objectos.

Exemplo 4.2. A andlise que se segue envolve um conjunto de dados reais e
ilustra o uso do método da ligacao simples na prética.

Os dados referem-se ao consumo de carne nos paises da Uniao Europeia
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Tabela 4.1 Cdlculo de AC para os cinco objectos.

Objectos  Dissemelhangas 1 —m(i)
1 3 1-32
2 2 1-2
3 2 1-2
4 1 -3
5 1 1-1
11/4

Tabela 4.2 Consumo de carne nos paises da UE em 2001.

vaca porco carneiro aves outra

Austria 18 56 1 18 1
Bélg.+4Lux. 20 46 2 18 4
Dinamarca 22 63 1 21 1
Finlandia 12 32 0 15 3
Franca 25 37 4 26 6
Alemanha 10 54 1 19 2
Grécia 19 32 13 20 1
Holanda 19 43 1 22 0
Irlanda 17 39 5 31 2
Italia 23 38 2 18 5
Portugal 15 44 3 32 3
Espanha 13 66 6 27 3
Suécia 21 35 1 13 3
Reino Unido 19 25 6 29 0

em 2001. Os dados, fornecidos pelo Eurostat, encontram-se na Tabela 4.2,
onde se nota que dois paises, Bélgica e Luxemburgo, foram aglutinados.
Portanto em vez dos quinze paises que formavam a UE em 2001 trabalha-
se apenas com catorze objectos.

A partir da matriz de dados pode obter-se a matriz de distdncias entre
os objectos usando algumas das vérias defini¢bes propostas no Capitulo 2.
Calculando a distancia euclidiana entre elementos de cada par de objectos
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Espanha
Dinamarca
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Alemanha
Ifanda
Portugal
Finlandia
Bel+Lux
Holanda
Franca
ltalia
Suecia
Grecia
Reino Unido

Figura 4.6 Dendrograma para paises da UE (método da ligagdo simples).

obtém-se a matriz da Tabela 4.3.

O método manual seguido no Exemplo 4.1 é agora impraticdvel, visto
que o numero inicial de distancias a analisar é de 91, contra 10 distdncias
do Exemplo 4.1. E por isso inevitével o recurso ao uso do computador.
Usando novamente a funcdo agnes produziu-se o dendrograma da Figura
4.6 e o grafico em bandeira que se apresenta na Figura 4.7.

e Ligacdo completa (ou método do vizinho mais afastado)

Este método é muito semelhante ao método da ligagao simples, excepto
que a dissemelhanca entre dois grupos é a maior das nanp dissemelhangas
entre cada elemento de A e cada elemento de B

dap=max{d;;j: i€A, j€B}. (4.5)

O método funciona ao contrario da ligacdo simples pois serve-se dos dois
elementos mais afastados, mais diferentes um em cada grupo, para derivar a
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" 0.00
10.67
8.60
25.01
22.53
8.36
26.92
13.67
21.81
19.13
18.89
15.32
21.88
33.30

10.67
0.00
17.66
16.55
13.34
13.03
18.19
6.55
15.49
8.60
15.06
23.38
12.20
24.39

8.60
17.66
0.00
33.19
27.27
15.16
33.39
20.27
26.79
25.53
23.21
12.44
29.20
39.28

25.01
0.00
33.19
0.00
18.43
22.49
15.71
15.13
18.86
13.19
21.23
36.56
9.74
18.41

22.53
13.34
27.27
18.43
0.00
24.24
14.24
11.53
10.48
8.60
13.96
31.60
14.38
15.13

8.36
13.03
15.16
22.49
24.24
0.00
26.66
14.66
20.83
20.88
17.29
15.58
22.78
3241

26.92
18.19
33.39
15.71
14.24
26.66
0.00

16.43
15.45
13.89
20.19
35.97
14.49
13.41

13.67
6.55
20.27
15.13
11.53
14.66
16.43
0.00
11.00
9.11
11.40
24.97
12.56
19.94

21.81
15.49
26.79
18.86
10.48
20.83
15.45
11.00
0.00

14.96
5.91

27.62
19.31
14.45

19.13
8.60
25.53
13.19
8.60
20.88
13.89
9.11
14.96
0.00
17.34
31.38
6.55
18.62

18.89
15.06
23.21
21.23
13.96
17.29
20.19
11.40
5.91
17.34
0.00
22.84
21.95
20.09

15.32
23.38
12.44
36.56
31.60
15.58
35.97
24.97
27.62
31.38
22.84
0.00
35.29
41.59

21.88
12.20
29.20
9.74
14.38
22.78
14.49
12.56
19.31
6.55
21.95
35.29
0.00
19.84

33.30
24.39
39.28
18.41
15.13
32.41
13.41
19.94
14.45
18.62
20.09
41.59
19.84
0.00
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Figura 4.7 Grdfico em bandeira para paises da UE (método da ligacdo
simples).

medida de proximidade entre os grupos. Quando um objecto é acrescentado
a um grupo a distancia do novo grupo aos restantes aumenta ou entao
fica inalterada e por isso ha tendéncia para grupos grandes néao crescerem
mais. Em dados nao estruturados o método da ligacio completa tende
a formar grupos pequenos que depois sdo aglutinados para formar grupos
maiores. Se os dados apresentam grupos naturais mas de tamanho diferente
o método da ligacdo completa tenderd em primeiro lugar a reunir os grupos
mais pequenos e sé depois cuidard dos grandes grupos.

Se em vez de detectar clusters naturais o objectivo da anélise é dividir
um conjunto de dados néio estruturados, em grupos convenientes, o método
da ligagao completa produz geralmente grupos de tamanho razoavelmente
equilibrado e mostra-se mais vantajoso do que o método da ligacio simples
que nao costuma conduzir a resultados com interesse.

Exemplo 4.3. Parailustrar o método da ligacido completa usa-se a matriz de
dissemelhangas para cinco objectos (4.3), o que vai permitir a comparacéo
dos resultados aqui obtidos com os resultados do Exemplo 4.1. Segue-
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se a lista dos passos percorridos pelo algoritmo, tendo-se resumido a sua
descricio. Observa-se em primeiro lugar a matriz

1 2 3 4 5
1 0
D =ldy] = § 1 g 0
4 8 5 8 0
5 3 10 9 @ o0

Passo 1:

e menor distdncia em D: 1
e aglutinar os objectos 4 e 5 para formar o grupo (45), ao nivel de
fuséo 1
e distancias ao grupo (45)
d(45)1 = max (d4] ,ds]) = max (8,3) =38
d(4sy, = max (daz, dsy) = max (5,10) = 10
d(4s5)3 = max (da3, ds3) = max (8,9) =9

e matriz actualizada

1 2 3 (4b)
1 0
D= 70
3 4 ® o
(45) 8§ 10 9 0

Passo 2:

e menor distancia em Dy: 2

e aglutinar os objectos 2 e 3 para formar o grupo (23), ao nivel de
fusao 2

e distancias ao grupo (23)

d(23)] = max (dz] ,d31) = max (7,4) =7
d(23)(45) = Max (da(as), daas)) = max (10,9) = 10

e matriz actualizada

(23) (45)

1

0
@) | @ o

8 10 0
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Passo 3:

menor distancia em Dj: 7
aglutinar (23) e 1 para formar o grupo (123), ao nivel de fusao
il

distancias ao grupo (123)

d(123)(a5) = Max (d) 45),d(23)(45)) = Max (8,10) = 10
e matriz actualizada

(123) (45)
Di= (123) 0
(45) 10 0
Passo 4: Aglutinar os grupos (123) e (45) para formar um sé grupo final

(12345), sendo o nivel de fusdo igual a 10, tnica distancia ndo nula
na matriz Ds.

A Figura 4.8 mostra o dendrograma produzido pelo método da ligagao
completa. Comparando os passos seguidos neste exemplo com os pas-
sos do Exemplo 4.1 pode apreciar-se o funcionamento dos dois métodos.
Comparem-se, em particular, as sucessivas matrizes e niveis de fusdo. Ob-
servando as Figuras 4.8 e 4.3 verifica-se que os dois dendrogramas diferem
apenas porque a fusio do objecto 1 foi feita com (45) no método da ligagio
simples e com (23} no caso do método da ligagédo completa.

e ligacdo média (ou UPGMA, unweighted pair-group method using the
average approach)

Neste método a dissemelhanca entre dois grupos é a média das disseme-
lhancas entre todos os pares de objectos, formados com um objecto de cada

grupo,
ng ng

> . dij
i=1j=1

dap= (4.6)

nang
Trata-se de um compromisso entre as duas situagdes extremas, traduzidas
pelos métodos da ligagao simples e ligagao completa. Esta ideia de disseme-
lhanga entre grupos é muito natural e por isso ndo admira que este tenha
sido um dos primeiros métodos hierdrquicos a ser construido. O método
é considerado adequado para isolar grupos de forma arredondada, esférica
ou mesmo elipsoidal, uma vez que é relativamente robusto. E recomendado
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Figura 4.8 Dendrograma para cinco objectos (método da ligagao completa).

por muitos autores que o consideram superior aos métodos da ligagao sim-
ples e da ligagao completa, o que vai de encontro as conclusoes do estudo
comparativo realizado por Cunningham and Ogilvie (1972), onde o método
é vencedor no confronto com outros sete métodos hierarquicos.

Exemplo 4.4. Partindo da matriz inicial
1 2 3 4 5

1 0
p=fy= 2 | T 0 |
4 8 5 8 0
5 3 10 9 @ o

percorrem-se os diversos passos.

Passo 1:

¢ menor distdncia em D: 1
e aglutinar os objectos 4 e 5 para formar o grupo (45), ao nivel de
fusao 1
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e distancias ao grupo (45)

_ dii + ds . 843 .

dus)) = P 5 5.5
diztdsx 5410
d(45)2 - P = ] = 2 == 75
dyzt+dsy  8+9
d(45)3 - W = —2— e 85
e matriz actualizada
1 2 3 (45)
1 0
D= 2 70
3 4 @ 0
(45) 55 7.5 8.5 0

Passo 2:

e menor distancia em Dj: 2

e aglutinar os objectos 2 e 3 para formar o grupo (23), ao nivel de
fusao 2

¢ distancias ao grupo (23)

dy +dy _ T+H4

dom = 57 7 =3
(doa+dps) + (dag +das)  (5+10)+(8+9)
d(3)a5) = 7 = 3 =3
e matriz actualizada
1 (23) (45)
0

Passo 3:

e menor distancia em Dj: 5.5
e aqui estamos numa situagido de empate, pois hd duas disseme-

lhancas iguais e podemos optar por uma das duas possibilidades
que se oferecem
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(i) se optarmos por aglutinar (45) e 1 para formar o grupo (145)
as distancias ao grupo (145) resumem-se a

(dyy+dyz) + (dyp -+ daz) + (dsa+ dsz)

d(145)(23) = %2 =
_ (7+4)+(5+8)+(10+9) S—
— = =i
e a matriz actualizada é
(23) (145)
D= (23) 0
(145) 717 0

que conduz a um dendrograma idéntico ao do método da ligagao
simples, excepto no que diz respeito aos niveis de fusao que sao
diferentes.

(i) se optarmos por aglutinar (23) a 1 para formar o grupo (123)

tem-se
(dis+dys) + (dog +das) + (das + das)
d(123)(45) = — e =

_ (8+3)+(5+10)+(8+9) e

— ———T
e a matriz actualizada é

(123)(45)
D;= (123) 0
(45) 717 0

que, por sua vez, é a solugdo do método da ligacao completa,
excepto no que diz respeito aos niveis de fusdo que sao diferentes.

Passo 4: Seguindo (i) ou (ii) obtém-se o grupo final (12345).

Como se verifica, no caso de empate o resultado do método nao ¢é indife-
rente & escolha da dissemelhancga, contrariamente ao que acontece com o
método da ligacdo simples (ver Exercicio 4.1). O dendrograma da Figura
4.9 refere-se & opcao (i) e por isso coincide com o dendrograma da Figura
4.3. Em geral o software existente para andlise de clusters nao produz
solu¢oes miltiplas, possivelmente porque em situagdes reais nao é frequente
a existéncia de empates.

Os trés métodos que acabam de ser descritos e ilustrados usam uma ma-
triz de dissemelhangas como ponto de partida mas o critério de distancia
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Job

Figura 4.9 Dendrograma para cinco objectos (método da ligagdo média).

entre os grupos é diferente de método para método. A Figura 4.10 per-
mite apreciar graficamente como é que essas distdncias sao construidas e
compari-las entre si.

Os trés métodos hierdrquicos j4 apresentados partem de uma matriz de
proximidades. Para operar com estes métodos basta usar procedimentos
aritméticos simples. Os métodos que a seguir se introduzem s@o mais com-
plicados do ponto de vista algébrico e operam sobre a matriz de dados,
X, xp, dos n objectos observados em p varidveis, que nos métodos anterio-
res pode ser eliminada ou pode mesmo nao existir.

e centréide (ou UPGMC, unweighted pair-group method using the cen-
troid approach)

Um procedimento muito comum em estatistica é o de representar as po-
pulacdes pelas suas médias ou centréides e comparar as populacoes com-
parando os seus representantes, ou seja, as suas médias. O método do
centréide parece inspirar-se neste facto, uma vez que, de acordo com este
método, a distdncia entre dois grupos, A e B, é a distancia entre os seus
centréides, isto é

dABId(iA,iB), (4.7
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(@) Ligagao simples

dap

(b) Ligagao completa

(c) Ligagdo média

dap = 35 [(drs +dig +di7) + (das + dag +dr) + (das + dzs + dx7) + (das + dag + dar)]
Figura 4.10 Algumas dissemelhangas entre grupos.

onde X, e Xg sdo os centréides dos grupos A e B, respectivamente, isto ¢,
- Yica Xi _ YicnXi
X, = i€A R e Xpg= jel ™
N ng
e x; é o vector das p observagdes do objecto i.

Em cada passo do algoritmo os grupos a aglutinar sao aqueles cujos
centréides estdo mais préximos de acordo com a distancia entre centréides
que foi definida. Um inconveniente do método é o facto da distancia de
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fusdo de dois grupos poder aumentar e diminuir de passo para passo, o que
torna a interpretacao dificil. A distancia entre clusters pode ser qualquer
medida de proximidade, como por exemplo o coeficiente de correlagao ou
a distdncia euclidiana, mas o quadrado da distancia euclidiana é a medida
com mais sucesso em termos de facilidade de aplicacdo e da clareza dos
resultados que produz.

e mediana (ou WPGMC, weighted pair-group method using the centroid
approach)

O critério da mediana é semelhante ao do centréide excepto que ao aglutinar
dois grupos A e B os seus centréides, X4 € Xp, recebem pesos iguais antes de
produzirem o centréide do novo cluster resultante da aglutinagéao. O novo
centréide, X, fica a meio dos centréides dos grupos aglutinados, X = (X4 +
Xp)/2. A ideia é evitar que o grupo com maior ntimero de objectos absorva
o grupo com menor numero de objectos, acabando este por perder a sua
identidade, o que pode distorcer o processo. Isto é particularmente grave se
de facto se tratar de grupos genuinos e os ntimeros de objectos observados
em cada grupo nao forem necessariamente representativos das respectivas
frequéncias relativas. A mediana aqui referida ndo é a mediana estatistica
mas sim a mediana de um tridngulo, isto é, o segmento de recta que liga
um vértice do triangulo ao ponto médio do lado oposto (ver Exercicio 4.5).

o Ward

De acordo com o método de Ward (Ward, 1963) o critério de fusdo de dois
grupos A e B é baseado no incremento da soma dos quadrados que ocorre
quando os clusters A e B sdo aglutinados. Esse incremento é

SSW, — (SSWa + SSW5),

onde

l)
SSWy = z 2 (x,-jA —)_CjA)2
icA ji=1

é a soma dos quadrados dentro do grupo A,

P
SSWs =Y, Y, (xijp—%js)’
icB j=1
¢é a soma dos quadrados dentro do grupo B e

Y4
SSWe= 33 (xijc—Fic)?
ieC j=1
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é a soma dos quadrados dentro do grupoC=AUB, resultante da aglutinacao
do grupo A com o grupo B. xjja (vijg) é a obsgervagao do objecto i do grupo
A (B) na varidvel j, Xja e g sio as médias da varidvel j nos grupos A e B,
respectivamente.

O incremento da soma dos quadrados corresponde efectivamente a uma
perda de informacao. Em cada passo do algoritmo sho [ormados todos os
pares possiveis de clusters e calenlado o ineremento da soma de quadracdos
resultante da reunido dos clusters de cada par. Os clusters seleccionados
para formar um novo cluster sao aqueles a que corresponde o menor incre-
mento, ou seja, a menor perda de informagao resultante da aglutinacao.

Os métodos centréide, mediana e Ward foram aplicados & matriz de da-
dos a que corresponde a matriz de dissemelhangas usada para ilustrar as
ligagdes simples, completa e média. Assim é possivel colocar em confronto
o resultado destes seis métodos hierarquicos aplicados aos mesmos dados.
A Figura 4.11 mostra os seis dendrogramas. Sem esforgo é possivel obser-
var a existéncia de trés grupos distintos nos dados. Todos os algoritmos
conduziram ao mesmo nimero de clusters € com a mesma composi¢ao. A
tinica diferenca a salientar é que o nivel de fusao dos clusters varia com
o algoritmo. A este respeito os pares (centrdide e mediana) e (ligacao
completa e Ward) séo os que mais se assemelham. Pode concluir-se que
os dados possuem uma estrutura de grupos que é unanimemente revelada
pela anélise de clusters com base nos seis métodos hierdrquicos utilizados.

422 Férmula de recorréncia de Lance-Williams

A definicao e ealculo de dissemelhangas entre grupos é fundamental em
cada um dos métodos hierdrquicos estudados anteriormente. Lance and
Williams (1967) introduziram uma. regra geral para definir essa disseme-
lhanga baseada numa férmula de recorréncia. A formula di a disseme-
Ihanga, degap), entre o grupo C e o grupo (AB) formado pela fusao dos
grupos A e B,

de(ap) = Oadca+ 0pdcp +Bdap+vldca — des| , (4.8)

onde dpy é a dissemelhanca entre os grupos [ e J. A férmula depende
de quatro parametros que ou sao constantes ou dependem do nimero de
abjectos em cada grupo, na, ng € ne. Jambu (1978) generalizou a [drmula
de Lance-Williams introduzindo mais trés parametros.

Ao fixar os parametros em valores particulares as férmulas produzem,
entre outros, os varios métodos hierdrquicos ja estudados em 4.2.1.

Lance e Williams analisaram os resultados correspondentes a possiveis
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(a) Ligacao simples (b) Ligagdo completa
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(e) Mediana (f) Ward

Figura 4.11 Seis dendrogramas para os mesmos cinco objectos.
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Tabela 4.4 Pardametros de Lance- Williams para vdrios métodos hierdrquicos
aglomerativos.

Parametros de Lance-Williams

Método 0tA op p i
Ligagao simples % % 0 —%
Ligagao completa % % 0 %
Ligacdo média ”AJ';;@ ﬁ 0 0
Centréide Eaﬁfﬁ ”A"f”B - (”:1':5; 7 0
Mediana %- % - }1 0
Ward nclifl;:lrng ncffr;’-lfng . nc+:1§+ng
Lance-Williams ]—;E IE—B <1 0

valores dos pardmetros e concluiram que uma escolha adequada para um
grande ntimero de situagoes é o4 = 0ig, 04 + 0 +P=1,f<1ey=0.

Esta estratégia flexfvel produz métodos com diferentes caracteristicas,
nomeadamente com diferentes intensidades no que respeita ao efeito de
cadeia. Quando =1 tem-se o método de ligagio simples onde o efeito de
cadeia tem intensidade maxima. A medida que P decresce para zero e se
torna negativo, o efeito de cadeia torna-se menor e os grupos produzidos
ficam mais homogéneos. Os valores que tém sido sugeridos para B sio
valores negativos pequenos tais como —0.25 e —0.50.

A Tabela 4.4 mostra os valores particulares dos quatro parametros assim
como os métodos correspondentes descritos pela férmula.

Fazendo, por exemplo, oy = %, op = %, B=0ey= —%, a férmula dé o

método da ligacdo simples, uma vez que estas condigoes equivalem a (ver
Exercicio 4.6)
depapy =min{d;j: i€C, j€(AB)} .

A grande atraccao da férmula de recorréncia é de natureza computacional
uma vez que dadas as dissemelhangas iniciais entre objectos, e escolhido
o método hierarquico, o processameento do algoritmo prossegue automati-
camente, com sucessivas actualizagbes da matriz de dissemelhancas, sem
haver necessidade de reter a informacao inicial relativa aos objectos, depois
de estes terem sido incorporados em grupos maiores. Mas, pelo facto de
haver assim acesso a muitos métodos e solugoes, a disponibilidade da fér-
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mula pode trazer desvantagens, por poder conduzir a situagoes de indecisao
na escolha da solugéo final. Ha que reflectir bem e decidir sobre o método
a usar antes de efectuar a andlise.

4.3 Procedimentos divisivos ou de desagregacao

Estes procedimentos actuam no sentido contrdrio ao dos procedimentos
aglomerativos, movendo-se da raiz do dendrograma para os ramos em vez
de se moverem dos ramos para a raiz como no caso aglomerativo. O pro-
cesso comega com um Unico grupo contendo todos os objectos. Esse grupo
é dividido em dois grupos distintos com base em algum critério de disse-
melhanga. O préximo passo consiste em repetir o processo anterior em
cada um dos dois novos clusters e continuar até obter n clusters, sendo n o
numero total de objectos.

Os métodos divisivos sdo muito exigentes em termos computacionais. De
facto em cada passo é preciso construir 2K — 1 dissemelhancas, correspon-
dentes a divisao dos k objectos em dois grupos distintos. E claro que no
primeiro passo o numero de dissemelhangas é 2" — 1.

Apesar disso os procedimentos divisivos, se computacionalmente vidveis,
podem ter vantagens sobre os algoritmos aglomerativos, uma vez que po-
dem fornecer grandes grupos ao fim dos primeiros passos do processo e os
grandes grupos sao o que geralmente interessa ao investigador, em vez de
uma lista longa de pequenos grupos.

A funcéo diana do S-PLUS faz andlise de clusters usando procedimentos
divisivos.
O uso dos procedimentos divisivos é menos comum do que o uso dos

procedimentos aglomerativos e por isso o seu estudo fica aqui limitado a
estes breves comentarios.

Exercicios

4.1 Considere a situagao em que hé duas dissemelhangas iguais e menores
do que todas as outras, por exemplo entre os clusters A, B e C,
verifica-se que dap = dac.

(a) Mostre que para o método da ligacdo simples ¢ indiferente unir
A com B ou unir A com C, pois qualquer que seja a opgio o
resultado final nao se altera.

(b) Diga, justificando, se acha que este resultado ainda é valido para
os outros métodos hierdrquicos.
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4.2 Mostre que a desigualdade ultramétrica implica a desigualdade tri-

angular mas que a implicagéo inversa néo é verdadeira.

4.3 (a) Construa a matriz das disténcias criticas dj; entre os objectos
associadas ao dendrograma da Figura 4.1 e verifique que essas
distancias satisfazem a desigualdade ultramétrica, escolhendo ao
acaso trés dos objectos em estudo.

(b) Mostre que a distancia critica associada a um qualquer dendro-
grama satisfaz de facto a designaldade ultramétrica.

4.4 Considere a seguinte matriz de dissemelhancgas entre 5 objectos:

1 23 45
1[0
D= 2 6 0

313 6 0
4 16 5 6 0
513 6 2 6 0

(a) Desenhe o dendrograma resultante da aplicagdo do método da
ligagao simples. Verifique que a matriz de distancias U construi-
da a partir daquele dendrograma, coincide com D e portanto D ¢
ultramétrica, isto é, os seus elementos satisfazem a desigualdade
ultramétrica.

(b) Mostre que D = U se e s6 se D é ultramétrica.

4.5 No método da mediana a dissemelhanga d4(pc) entre o grupo Aeo
grupo BC resultante da reunido dos grupos B e C é tal que verifica a
seguinte igualdade

1 1
dppe) = 5 (da+dac) — z48c -

Mostre que se da(pc) é o quadrado da distancia euclidiana entao o
seu valor coincide com o quadrado do comprimento da mediana do
triangulo de vértices A, B, C que passa no vértice A.

4.6 (a) Mostre que a férmula de recorréncia de Lance e Williams para
oy = %, op = %, B=0ey= —% reproduz de facto o método da
ligagdo simples.

(b) Mostre ainda que a férmula d4 o método da ligagao média para
os valores adequados dos pardmetros.

4.7 A matriz

1.0 7.0
1.5 7.5
20 85
— 30 7.0
40 4.0

20 1.0
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resultou da medicéo de dois objectos relativamente a duas das suas
caracteristicas.

(a) Obtenha e compare os dendrogramas da andlise da matriz A,
servindo-se da distancia euclidiana, para os métodos da ligagao
simples, ligacao completa, ligagao média, Ward, mediana e cen-
tréide.

(b) Represente as duas varidveis graficamente e observe as posicoes
relativas dos pontos representando os seis objectos para tentar
explicar os resultados dos diferentes métodos.

4.8 Uma analise de clusters sobre cinco objectos ¢ realizada a partir da
matriz de dissemelhangas

1 2 3 4 5
0.00
18.03 0.00

20.62 14.14 0.00
22.36 11.18 5.00 0.00
860 17.00 25.08 25.15 0.00

[N NETOR e

e no tiltimo passo do processo o grupo (15) é unido com o grupo (234).

(a) Apresente a matriz de dissemelhangas actualizada, referente ao
tltimo passo, considerando que sao usados os métodos da ligagao
simples, completa e média.

(b) Ao tentar efectuar a andlise de clusters um analista argumentou
que os grupos (23) e (45) devem ser aglutinados ja que a sua
dissemelhanga é pequena.

e Calcule essa dissemelhanga.
e Diga porque é que essa aglutinagao nao foi considerada pelos
métodos da alinea (a).

4.9 Os n objectos de uma populagao foram observados em p caracteristi-
cas.

(a) Estabelega a relagao entre a distancia euclidiana e a disténcia
euclidiana média entre dois objectos da populagao.

(b) Suponha que aplica um mesmo método de andlise de clusters
usando as duas distancias. Como compara os resultados das
duas anélises no que se refere a0 nimero e composigao dos clus-
ters obtidos?

(c) A matriz de dados relativa a quatro objectos e seis caracteristicas
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é
. Caracteristicas
Objectos ¢, G G C Cs G
on 17 5 10 15 16 11
(0] 13 9 7 8 10 14
03 17 — — 15 16 11
(N 13 9 7 — - 14

Calcule as distancias euclidiana e euclidiana média entre O e
O e entre O3 e O4. Note que 0| = 03 e Oy = Oy, excepto nos
valores omissos que foram introduzidos de propésito. O que pode
coticluir quanto aos resultados da anélise de clusters usando as
duas distancias, quando h4 e quando nao h4 valores omissos?

4.10 Verifique as conclusoes a que chegou no Exercicio 2.8 realizando uma
analise de clusters sobre os dados de cinco objectos observados em
seis varidveis bindrias, aplicando h;; e s;; separadamente.

Caracteristicas

ObJ ectos V] V2 V3 V4 V5 Vé,
0, 10 1 1 0 1
0, 0 1 6 1 O
O3 1 1 0 1 0 1
04 0 0 1 1 1 1
Os 1 1.1 0 0 1

4.11 A Tabela 4.5 mostra as frequéncias relativas de genes para quatro
tipos de sangue, A, Az, B e O, numa amostra de grande dimengio
recolhida em quatro populagoes: lisquimd, Bantu, Inglesa ¢ Core-
ana, Num estudo com vista a caracterizar agquelas populagoes Clavali-
Sforza and Edwards (1967) chegaram & conclusiao que as quatro po-
pulagoes formam dois grupos distintos, Bantu-Inglesa e Esquimé—
Coreana.

(a) Recorra aos métodos da ligacdo simples e da ligacio completa
para analisar os dados.

(b) Qual das propostas, ligagio simples ou ligicio completa, lhe
parece mais adequada para analisar este tipo de dados?

{c) Acha que se confirma a existéncin dos dois grupos encontrados
por aqueles autores?
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Tabela 4.5 Frequéncias de genes para quatro tipos de sangue.

Tipo de Populacdes

sangue Esquimé Bantu Inglesa Coreana
Ay 0.2914 0.1034 0.2090 0.2208
Ay 0.0000 0.0866 0.0696  0.0000
B 0.0316 0.1200 0.0612  0.2069
0 0.6770 0.6900 0.6602  0.5723
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Métodos nado hierdrquicos

Como j4 se viu a classe dos métodos hierdrquicos fornece algoritmos para
muitos tipos de problemas. Os métodos hierdrquicos produzem hierarquias,
aplicam-se tanto a varidveis como a objectos, usam matrizes de proximidade
e sempre que um objecto é atribuido a um cluster nio mais abandona
esse cluster. Existem muitos outros métodos que assentam em diferentes
principios e cujos resultados néo constituem hierarquias. Distinguem-se em
primeiro lugar os métodos de particao.

5.1 Meétodos de particido

Os métodos de partigdo aplicam-se a objectos, operam sobre uma matriz
de dados e, contrariamente ao que acontece com os métodos hierarquicos,
exigem que o niimero de grupos seja fixado & partida.

O problema concreto consiste em construir, a partir de um conjunto de
dados, uma partigao, isto é, uma colecgdo de grupos disjuntos de objectos
cuja reuniao constitui o conjunto de objectos inicial. Os grupos devem
satisfazer propriedades bésicas de coesdo interna e isolamento dos grupos,
as quais se associam em geral critérios de homogeneidade e heterogeneidade
que servem de guia & formagao dos clusters.

Uma ideja ingénua seria a de construir todas as particdes e analisi-las
todas com vista a seleccionar a melhor. Mas este nimero de particdes é
tao grande que se torna impraticivel a observacao de todas elas. Basta ver
que a partir de n objectos é possivel construir P(n,k) particdes, cada uma
com k grupos, onde

ST . '
P(n,k) = [k’ —sz(n,t) /k.,

i=1

nlmero geralmente muito grande, mesmo para valores moderados de n e
k. Por exemplo P(16,3) ~ 14 x 10° ¢ j4 se tinha visto a propésito dos
procedimentos divisivos que P(n,2) =2""1 —1.
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O problema reduz-se entao a examinar algumas particées de forma a
encontrar a melhor particao, o que é feito optimizando algum critério de
formacao dos clusters que tenha sido fixado.

Os métodos de particao usam procedimentos que em geral seguem os
passos seguintes:

1. Seleccionar uma particao inicial dos 1 objectos em k grupos.

Considerar todas as deslocagoes de cada objecto do seu préprio grupo

para cada um dos outros e registar a alteragio produzida no critério

de formacéo de clusters utilizado.

3. Efectuar a deslocacao correspondente ao maior valor da melhoria ve-
rificada no valor do critério.

4. Repetir os passos 2 e 3 até se verificar que a deslocagio de qualquer
objecto nao produz melhoria no valor do critério.

Alguns autores tém sugerido alteragbes de vérios aspectos deste procedi-
mento geral, com vista a obter algoritmos mais eficientes para os métodos
de partigao:

¢ Escolha da partigao inicial

A seleccao da particio inicial pode ser feita de varias maneiras. Os k
grupos da partigio inicial podem ser o resultado da aplicagao prévia de
outro método de andlise, podem ser definidos com hase no conhecimento
do problema em estudo ou podem mesmo ser escolhidos ao acaso.

No caso em que os objectos sao identificados com pontos de um espacgo eu-
clidiano podem tomar-se k pontos (sementes) como centréides dos k grupos
e a sua escolha pode ser feita de forma variada, inclusivamente de maneira
aleatéria

e Deslocacgao de objectos para grupos

Aqui hé vérias possibilidades mas os procedimentos mais comuns consistem
em deslocar um objecto de cada vez ou grupos de objectos simultaneamente.

e Critérios de formacao de clusters

HA muitos critérios para formacao de clusters pertencentes a uma partigao.
Entre eles destacam-se os critérios usados para andlise de uma matriz de
dados do tipo continuo, X, x, que assentam na conhecida equagao

T=W+B,
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onde T, W e B sio as matrizes associadas & variagado total dos dados, 2
variacio dentro dos grupos e entre os grupos, respectivamente, e sao dadas

por
n;

T= szu ) (xi;— %), (5.1)

=] j=1

onde x;; é o vector de observagoes do objecto j no grupo /.

n;

2 D Xij

=1 j=1

k
z n;

i=]

)_(:

com Zf—‘zl n; =n, é o vector das médias de cada uma das p varidveis nos n
objectos,

n;

W= S (-5 ey %) (5-2)

=] j=1

k
B=)YnE—-%(X-% (5.3)
i=1
A equacdo T = W + B tem uma interpretacao muito intuitiva e clara no
caso p = 1. Trata-se da partigao da soma total de quadrados na soma de
quadrados dentro (W) e entre (B) grupos que é fundamental na analise de
variancia. Nesta situacao é entao natural usar como critério de construgao
de clusters de uma particdo uma destas somas de quadrados. A melhor
particdo é aquela em que W € minimo ou, de forma equivalente, B ¢ maximo,
isto é, quanto maior for a homogeneidade interna e maior a separagao entre
grupos.

(i) Trago de W

O critério sugerido para o caso univariado generaliza-se ao caso multiva-
riado, embora aqui a interpretagao ja nao seja tao intuitiva. No caso mul-
tivariado minimizar a soma dos quadrados dentro dos grupos para as p
varigveis equivale a minimizar o traco da matriz W, trW, ou maximizar
trB. Everitt et al. (2001) refere que minimizar ttW é equivalente a mini-
mizar a soma dos quadrados das distancias euclidianas entre os objectos e
as médias dos respectivos grupos. isto é,

i

trwW = 22 Xij — _i xl]_xl _szur

i=1j=1 i=1j=1

onde d;;; é a distancia euclidiana do objecto j do grupo i & média do grupo
I
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(ii) Determinante de W

|W| é outra medida de variabilidade global dos dados. Um novo critério
para obter uma partigao 6ptima consiste em minimizar [W|.

(iif) Trago de BW™!
Aqui o critério é maximizar trBW~!.

Os casos (ii) e (iii) surgem no contexto da andlise de variancia multiva-
riada (MANOVA) e correspondem a situagoes em que as médias dos grupos
siio diferentes. Quanto menor é |W| e quanto maior é tr BW ! mais dife-
rentes sdo as médias dos grupos.

A questio que se coloca é a de saber qual € o melhor critério. Friedman
and Rubin (1967) e Marriott (1971) preferem |W| pela sua sensibilidade &
estrutura dos dados ¢ porque leva em conta as correlagoes entre as vari-
veis. Lste critério tende a produzir clusters com a mesma forma eliptica.
Contudo o critério baseado em tr W é o mais popular por ser simples e facil
de tratar computacionalmente. O critério é nao invariante a mudangas de
escala e isto é um inconveniente sério, uma vez que o recurso a estandar-
dizagao, frequente em andlise de clusters, conduz a uma solucao diferente
daquela que é obtida a partir dos dados nao estandardizados.

Como se viu o critério que consiste em minimizar trW é equivalente a
minimizar a soma dos quadrados das distdncias euclidianas entre os ob-
jectos e os centrdides dos respectivos grupos. Isto equivale a dizer que a
deslocagio do objecto (referida no passo 2 do procedimento de construgao
de uma partigio) é feita para o grupo cujo centréide esta mais proximo
do objecto. Este algoritmo é conhecido por algoritmo das k-médias e a
sequéncia de passos é:

1. Seleccionar uma partigao inicial.

2. Deslocar os objectos de forma a que cada objecto fique colocado no
grupo da particdo que tem o centréide mais proximo.

3. Recalcular os centréides dos novos grupos assim formados.

4. Repetir os passos 2 e 3 até nao ser possivel efectuar mais deslocagoes.

Para mostrar o funcionamento do algoritmo faz-se a seguir a sua aplicagao
a um conjunto de dados artificiais.

Exemplo 5.1. Para ver como funciona o método das k-médias considere-se
o conjunto de dados artificiais da Tabela 5.1. Suponhamos que o objectivo
¢ construir dois clusters a partir dos b objectos agora designados por A, B,
C,DeLE.

1. O processo é iniciado considerando dois clusters arbitrarios. Sejam
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Tabela 5.1 Dados artificiais relativos a cinco objectos.

Varidveis
Objectos  x X7
A 2 8
B 5 1
@ 4 12
D 15 4
E 16 5

AB e CDE esses clusters.
2. Em seguida sdo calculados os centréides dos clusters e as distancias
dos objectos aos centréides (usou-se d?, o quadrado da distancia eu-

clidiana):
Centréides d?
Clusters X1 X7 A B C D E
AB 35 4.5 14.5 145 565 132.75 156.5

CDE 11.67 7 94.51 80.49 83.83 20.09 22.75

Estes resultados mostram que C deve sair de CDE e juntar-se a AB,
obtendo-se os novos clusters ABC e DE.

3. Observando as distancias dos objectos aos centréides dos novos clus-
ters

Centréides d*
Clusters X X A B C D E
ABC 3.67 7 3.79 3777 25.11 137.77 156.03
DE 155 4.5 1945 122.5 188.75 0.5 0.5

verifica-se que nao é possivel deslocar qualquer dos objectos do cluster
a que pertence e portanto ABC e DE sdo os dois clusters encontrados
usando o procedimento das k-médias.

Uma desvantagem do algoritmo das k-médias é a sua falta de robustez de-
vida em parte ao facto de, por um lado, usar o quadrado das distancias eu-
clidianas e, por outro lado, se basear na média. A presenga de outliers pode
distorcer grandemente a distribuicao dos dados. O algoeritmo k-medébides
tenta resolver esta dificuldade usando para representante do grupo um ob-
jecto do préprio grupo, em vez da média do grupo. No k-medéides o re-
presentante de um grupo é o objecto mais central relativamente aos outros
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objectos do grupo. A estratégia usada por este algoritmo consiste em di-
vidir os 7 objectos em k clusters procurando em primeiro lugar um objecto
representativo (meddide) para cada cluster, Cada um dos outros obyjec-
tos ¢ entao colocado junto com o medside que The é mais semelhante para
formar um cluster. Kaufman and Rousseeuw (1990) desenvolveram o pro-
grama PAM (partitioning around medoids) que esta disponivel em S-PLus.
Aqueles autores apresentam também a representacao grafica do resultado
dos k-medéides que é conhecida por silhueta (silhouette plot). O gréfico
silhueta permite avaliar a qualidade da particao e distinguir, denfro da
partigao, clusters bem definidos.

Aplicando o procedimento dos k-medéides aos dados artificiais da Tabela
5.1 sao obtidos os mesmos clusters das k-médias, no entanto os represen-
tantes de cada cluster sao distintos:

Centroides Medéides

Clusters X X X} Xy
ABC 3.67 7 2 8
DE 155 45 15 4

5.2 Outros métodos

Os métodos descritos neste capitulo e em capitulos anteriores constituem
de longe os métodos mais utilizados na pratica. Mas além destes méto-
dos a literatura apresenta muitos outros. Gordon (1999) tem um capitulo
e Hveritt el al. (2001) dois capitulos dedicados a estes métodos especi-
ais. A seguir indicam-se algumas das cabegorias em qgne podem agrupar-se
estes métodos. Note-se que alguns deles integram ideias de outros méto-
dos, incluindo principios dos métodos descritos anteriormente, e¢ por isso
nem sempre é fécil situa-los numa categoria. Nao se dfo ac Jui explicagoes
suficientes que permitam compreender os objectivos e funcionamento dos
métodos e remete-se o leitor para os livros indicados onde encontrara al-
gumas dessas explicagées e a sugestdo de bibliografia para estudos mais
completos.

e Métodos baseados em modelos

Aqui supbe-se a existéncia de uma estrutura com grupos e que ha um
modelo subjacente responsavel por ter gerado cada um dos grupos. As
hipéteses que se colocam com mais frequéncia sio:
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(1) O vector de observagdes x tem funcio de densidade de probabilidade
(Ld.p.) fi(x;8;) se provém do grupo i, i=1,... k, onde ; representa
um vector de parametros desconhecidos.

(ii) O vector de observagdes x tem f.d.p.

k
f(x’p16) = ZI)ifi(X;ei):
i=1
correspondente a uma mistura finita das densidades fi(x:0;) de cada
um dos clusters. O peso p; é a probabilidade associada a cada com-
ponente da mistura, sendo Z:-‘:l pi=1.

O problema resume-se ent@o a estimar, a partir das observagoes, os parame-
tros em cada um dos modelos, depois do que oy grupos ficam identilicados.
A situagdo mais comum é assumir que as densidades envolvidas sio de
distribuigbes normais multivariadas.

e Pesquisa de densidades

Neste método os objectos s@o identificados como pontos de um espaco eu-
clidiano e os grupos sio encarados como regioes com alta densidade de
pontos, separados uns dos outros por regides de baixa densidade, represen-
tando algum tipo de ruido.

e Métodos difusos

A anélise de clusters designada por difusa (fuzzy) é uma generalizacéo da
ideia de particdo. Numa particdo cada objecto pertence a um e um s6
cluster, assumindo-se que esta divisdo é feita com clareza e nio havendo
diividas na decisao. Ora na prética ocorrem muitas situacoes em que a
decisao de colocar um objecto no grupo A ou no grupo B nao é éhvia,
mas sim rodeada de ambiguidades. O procedimento fuzzy associa a cada
objecto um vector cujas componentes representam o grau de ligacao (ou
pertenca) do objecto a cada um dos grupos fuzzy. E em consequéicia cada
grupo fica identificado por um vector de coeficientes que representam o
grau de pertenca de cada um dos objectos a esse mesmo grupo. No caso
dos métodos hierdrquicos e de particio o vector associado a um objecto é
um vector do tipo (0,...,0,1,0,...,0) em que a posigao do 1 identifica o
cluster a que o objecto pertence. E claro que o vector que identifica um
cluster é do tipo (0,1,1,0,1,...,1,0, 1) em que o niimero de valores iguais a
1 traduz o niimero de objectos que pertencem ao cluster.

O método de ajustamento de mistura de densidades pode considerar-se
como uma analise de clusters fuzzy em que os pesos p; sdo os coeficientes
de pertenca.
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A anilise fuzzy tem a vantagem de fornecer mais informacao sobre a
estrutura dos dados do que os métodos hierarquicos ou de particao. No
entanto o método exige algoritmos complicados, é dispendioso em termos
de tempo de cédlculo e havendo muitos objectos o output que produz é
geralmente volumoso, tornando-se por isso dificil de interpretar.

e Métodos de sobreposigao

Os métodos até agora considerados produzem clusters que nao se sobrepoem
ou intersectam, isto é, clusters que sdo disjuntos. Um objecto pertence a um
e um s6 cluster. Ha no entanto situagoes em que é mais significativo permi-
tir que o mesmo objecto pertenca a mais do que um grupo. Por exemplo,
em linguistica, a mesma palavra pode ter significados diferentes e pertencer
a categorias gramaticais diferentes. Um atleta pode estar em varios grupos
por praticar varias modalidades e um individuo pode pertencer a diferentes
grupos de consumidores.

Nao deve confundir-se o método de sobreposi¢gdo com o método fuzzy.
Reconhecer que um dado objecto pertence a vérios clusters sem qualquer
divida é diferente da situagdo em que hé dividas sobre qual o cluster a
que o objecto pertence.

Duas abordagens & sobreposigao, ADCLUS (additive clustering) e pira-
mides, estao descritas em Shepard and Arabie (1979) e Diday (1986).

Além destas classes de métodos, cada uma com diferentes abordagens,
existem outras que podem ser encontradas na bibliografia ja referida. Mirkin
(1996) apresenta uma tipologia de algoritmos para anélise de clusters onde
se incluem muitos dos métodos nao standard.

5.3 Consideragcoes de ordem pratica

5.3.1 Escolha do método e do algoritmo

A escolha é dificil porque hd muitos métodos e algoritmos. Qual dos tipos de
métodos, hierdrquicos ou nao hierarquicos, se deve escolher? Tendo optado
por uma destas familias de métodos, que algoritmo usar? N&o é possivel
dar uma resposta clara e o que se pode dizer é que a selec¢ao depende
muito do objectivo da investigacdo e das propriedades dos varios métodos.
Em Punj and Stewart (1983) apresentam-se resumos das propriedades dos
algoritmos e referem-se as conclustes de varios estudos empiricos levados a
cabo para comparagao desses algoritmos.
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Os métodos hierdrquicos ndo requerem o conhecimento prévio do nimero
de clusters, o que parece ser uma vantagem sobre os métodos nio hierar-
quicos. Mas também apresentam desvantagens:

(1) sempre que um objecto é atribuido a um cluster n&o mais pode sair
desse cluster,

(ii) os algoritmos disponiveis sio numerosos pois dependem das disseme-
lhangas entre os objectos e do critério de agregacio dos clusters.

Uma sugestdo é operar com varios métodos, comparar os resultados, veri-
ficar se sdo consistentes e no final seleccionar a solugao cuja interpretacio
seja mais facil.

Os métodos nao hierdrquicos de particdo apresentam uma grande exigén-
cia que é o conhecimento do nimero de clusters a priori. Por outro lado
exigem também que se defina uma particao inicial, o que nem sempre é
6bvio uma vez que o numero de possibilidades é muito grande. Além do
mais sabe-se que a particao inicial influencia os resultados.

Uma sugestdo que conduz muitas vezes a resultados satisfatérios con-
siste em produzir uma solucao hierarquica para em seguida ser usada como
partigao inicial nos métodos de parti¢do. A experiéncia e bom senso con-
sideram que os métodos devem funcionar de forma complementar. A opcao
por uma s6 escolha nao é aconselhdvel, a menos que a escolha seja clara-
mente natural. Usar varios métodos e algoritmos tem a vantagem destes
poderem revelar diferentes aspectos da estrutura.

5.3.2 Quantos clusters h3 nos dados?

Um dos grandes problemas da anélise de clusters é a escolha do ntimero de
clusters. Os métodos hierdrquicos adiam a decisao para o final da anilise.
Onde cortar o dendrograma? Nos métodos nao hierdrquicos de particdo um
dos primeiros passos da andlise é saber quantos grupos deve ter a particao.

Um método simples e informal é a anélise gréfica. No caso dos métodos
hierarquicos representa-se o indice de fuséo contra o niimero de clusters. A
situagao ¢ semelhante a construgao do grafico usado em componentes prin-
cipais para decidir sobre o ntimero minimo de componentes a reter. No caso
da anélise de clusters grandes alteragdes no nivel de fusao correspondem 3
juncao de grupos muito diferentes e podem sugerir o nimero de clusters
que interessa. Geralmente a zona de cotovelo do grafico d4 indicacao do
nimero de clusters.

Para os métodos nao hierdrquicos pode usar-se o mesmo procedimento
representando graficamente o valor do critério de optimizagao usado, por
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exemplo tr W, contra o ntimero de clusters. Examinando o grafico e procu-
rando a zona de cotovelo obtém-se uma sugestio sobre o nimero de clusters
adequado.

Pode também construir-se um indice com base na razio entre a soma
dos quadrados entre clusters, correspondente a k clusters, e a soma total

de quadrados
trB, 1 tr W,

trT trT
Para k = n clusters tem-se trW=0e R2= 1. A medida que o nimero de
clusters diminui de n até 1, os clusters vio ficando mais separados, e um
decréscimo grande no valor de R,% =1 é sinal de clusters bem distintos e
indicagao do nimero de clusters que se procura.

It

2
k

O problema do nimero de clusters tem sido abordado por muitos au-
tores e o niimero de propostas de solugao é grande. Milligan and Cooper
(1985) apresentam uma revisio de muitas dessas propostas. Gordon (1994)
apresenta também uma discussao detalhada do assunto.

5.3.3 Validagio

Dado que a anélise de clusters produz sempre uma classificacao e dado
que diferentes métodos de anslise podem conduzir a diterentes resultados,
¢ imprescindivel avaliar esses resultados para ver se constituem um resumo
util dos dados ou se, pelo contrario, representam apenas uma estrutura
inconsistente que estd a ser imposta sobre os dados.

A maneira natural de proceder & validagio de resultados é efectuar uma
analise confirmatéria, em que os mesmos procedimentos sao usados noutros
dados, como ¢ habitual fazer em estatistica e paralelamente efectuar testes
sobre o modelo usado. Porém isso nio tem acontecido muito em andlise
de clusters, em parte devido & natureza dos dados e ao tipo de amostra de
trabalho.

A maior parte das vezes os dados sao descritos por variveis de tipo misto
impedindo que seja imposta a hipétese de normalidade e a construgao de
testes estatisticos. Muitas vezes o conjunto de objectos a analisar é a
populagao total e seria inapropriado dividir a populagao para usar uma
parte na exploragdo e a outra na confirmacio dos resultados obtidos na
primeira.

Jain and Dubes (1988) apresentam um conjunto de estratégias de vali-

dac@o identificando trés tipos de testes ou critérios:

(i) Criérios externos que medem o desempenho dos resultados analisando
a utilidade da estrutura, a sua capacidade preditiva e, se possivel,
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a sua consisténcia em diferentes amostras. No fundo estes critérios
tentam comparar a estrutura com informagao exterior néo utilizada
na andlise.

(ii) Critérios internos que comparam a estrutura obtida com os dados inici-
ais. No caso dos métodos hierdrquicos é habitual usar o coeficiente de
correlacio cofenético para comparar a matriz de proximidades asso-
ciada aos dados e a matriz cofenética associada ao dendrograma. Os
elementos da matriz cofenética sao as distancias ultramétricas entre
cada dois objectos como elementos do dendrograma. O coeficiente de
correlacao cofenético é o habitual coeficiente de correlagio de Pear-
son entre os n{n—1)/2 pares de dissemelhangas das duas matrizes.
Quanto maior é o coeficiente de correlagio cofenético maior é a con-
cordancia entre os dados e o dendrograma, o que significa que ambas
as estruturas revelam a mesma informacao.

(iti) Critérios relativos que comparam diferentes estruturas construidas a
partir dos mesmos objectos. Neste caso, dispondo de duas partigoes,
uma possibilidade é construir uma tabela de contingéncia em cujas
células ficam os objectos pertencentes simultaneamente as duas clas-
sificacGes. Com base na tabela de contingéncia pode entao avaliar-se
a magnitude da associagao entre as duas partigoes. E claro que se
espera poder decidir sobre qual ¢ a melhor partigao no sentido de ser
mais estdvel e mais apropriada aos dados.

Todos os critérios de validagio pressupdem a existéncia de uma estrutura
de grupos. Nem sempre essa hipotese é verdadeira e por isso é importante
comegar a andlise por testar a completa auséncia de estrutura (Gordon,
1999).

5.3.4 Apresentacio dos resultados de uma analise de clusters

O resultado de uma analise de clusters, concretizado muitas vezes num di-
agrama ou numa particao esconde um conjunto de hipdteses de ‘grnhallm
que o analista nao pode deixar de incluir no seu relatorio final. B funda-
mental explicar a teoria subjacente ao problema em estudo, descrever o
enquadramento, indicar como foram seleccionados os objectos e as varia-
veis, que medidas de proximidade foram nsadas e que métodos e algoritmos
adoptados. 15 1itil indicar também o software utilizado pois por vezes soft-
ware de diferentes proveniéncias pode produzir resullados diferentes emb-
ora operando noa mesmos dados e usando os mesmos métodos (Blashfield,
1977). No relatério de apresentacao dos resultados deve constar a desericio
do critério usado para a determinagio do niimero de clusters ¢ a evidéncia
que seja possivel conseguir para suportar a validade da estrutura de grupos
produzida pela analise.
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Exercicios

5.1 Considere nove pontos do espago euclidiano bidimensional

A](],Z), A2(273)7 A3(411)7
B(2,10), B»(4,7), Bs(6,8),

Ci(4,4), G(8,4), C3(7,3)

¢ suponha que se pretendem agrupar estes objectos em trés clusters.

(a) Aplique o método das k-médias considerando que A|, By e C;
sao os centros iniciais dos trés clusters. Identifique os centros
dos clusters depois do primeiro passo. Apresente os trés clusters
finais e os seus centros.

(b) Responda as questoes da alinea (a) tomando para centros iniciais
dos clusters os pontos A2, By e C;. Compare os dois procedimen-
tos e diga qual a conclusdo a que chegou.

5.2 Pretende-se dividir um conjunto de # objectos em k grupos de forma
a constituir uma partigao. Como se viu na Secgdo 5.1 trés possiveis
algoritmos que levam & parti¢do pretendida consistem em

1. minimizar tr W,
2. minimizar |W|,
3. maximizar trBW~!,

onde W e B sao definidas por (5.2) e (5.3), respectivamente. Mostre
que no caso k = 2 os trés métodos produzem a mesma particéo.

5.3 Considere os dados da Tabela 5.2 relativos ao consumo de protefnas
em paises da Europa.

(a) Seleccione dois métodos de andlise com vista a produzir uma
solugao hierdrquica e uma solugdo néao hierdrquica com base nos
dados apresentados. Compare e discuta as solucbes encontradas.

(b) Responda ao que se pede na alinea (a) usando os dados estan-
dardizados.
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Tabela 5.2 Dados relativos ao consumo de proteinas em paises da Buropa.

Carne Carne Amild- Frutos Frutas

Verm. Branca EeepitiEmit S ceos  Secos e Veg.
Albania 10.1 14 05 89 02 42.3 0.6 5.5 1.7
Austria 8.9 14 43 199 21 28 36 1.3 43
Bélgica 13.5 9.3 4.1 175 4.5 26.6 5.7 2.1 4
Bulgaria 7.8 6 16 83 1.2 56.7 1.1 3 iire 4.2
Checosloviquia 9.7 11.4 2.8 125 2 34.3 5 1.1 4
Dinamarca 10.6 10.8 3.7 25 9.9 21.9 4.8 0.7 2.4
R.F.A. 8.4 11.6 3.7 11.1 54 24.6 6.5 0.8 3.6
Finlandia 9.5 4.9 2.7 337 58 26.3 5.1 1 1.4
Franca 18 9.9 33 195 5.7 28.1 4.8 2.4 6.5
Grécia 10.2 3 28 176 5.9 41.7 2.2 7.8 6.5
Hungria 5.3 124 29 97 03 40.1 4 5.4 4.2
Irlanda 13.9 10 4.7 258 2.2 24 6.2 1.6 2.9
Ttélia 9 51 29 13.7 34 36.8 2.1 4.3 6.7
Holanda 9.5 13.6 3.6 234 25 22.4 4.2 1.8 SR
Noruega 9.4 4.7 2.7 233 9.7 23 4.6 1.6 2.7
Polénia 6.9 10.2 2.7 193 3 36.1 5.9 2 6.6
Portugal 6.2 3.7 1.1 49 14.2 27 5.9 4.7 7.9
Roménia 6.2 6.3 1.5 11.1 1 49.6 3.1 5.3 2.8
Espanha 7.1 3.4 31 86 7 29.2 5.7 5.9 7.2
Suécia 9.9 7.8 3.5 247 7.5 19.5 3.7 1.4 2
Suiga 13.1 10.1 3.1 23.8 2.3 25.6 2.8 2.4 4.9
R. Unido 174 57 4.7 206 4.3 24.3 4.7 34 3.3
U. Soviética 9.3 46 2.1 16.6 3 43.6 6.4 3.4 2.9
R.D.A. 114 125 4.1 188 34 18.6 5.2 1.5 3.8

Jugoslévia 4.4 5 12 95 06 55.9 3 Bl 3.2
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Aplicacoes

6.1 Introducao

Realizar uma analise de clusters de dados reais nao se resume a aplicar
cegamente as varias regras e critérios propostos. A especificidade de cada
situagao pratica faz com que, para além das regras e critérios disponiveis,
haja necessidade de considerar de forma critica particularidades que se
prendem com aspectos importantes da andlise, como sejam a selecgao de
varidveis, a construcio de proximidades e a escolha dos métodos de anélise.
E esta postura, geralmente adoptada pelo analista ao longo da sequéncia
de fases da anélise, que se pretende mostrar com a discussdo do exemplo
que se apresenta na Secc¢ao 6.3. O objectivo da Secgao 6.2 € o de apreciar o
resultado da aplicacio de alguns dos métodos introduzidos nos Capitulos 4
e 5 a dados que se encontram ao longo do texto. Em particular pretende-se
comparar estes resultados com os resultados da anélise grafica conduzida
no Capitulo 3 sobre os mesmos dados.

6.2 Alguns exemplos anteriores revisitados

6.2.1 Dados dos planetas

A Figura 6.1 mostra o dendrograma obtido a partir das varidveis didmetro,
massa, densidade e gravidade da Tabela 1.1 usando o método da ligacao
média e os dados estandardizados. Foram experimentados varios métodos
e todos eles identificam Jupiter como outlier. Se os dados nao estao estan-
dardizados entao Saturno, fazendo valer a sua massa, também surge como
outlier. E interessante ver (Exercicio 6.1) como as varidveis seleccionadas,
a dissemelhanca escolhida, a estandardizagio e o método de anélise influen-
ciam o resultado. A Figura 6.1 parece sugerir a existéncia de trés clusters:
{Jtpiter}, {Saturno, Urano, Neptuno} e {Mercirio, Vénus, Terra, Marte,
Plutdo}. Decidiu-se entéo aplicar aos mesmos dados os algoritmos k-médias
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e k-medoides com k = 3. Os clusters obtidos por estes dois métodos foram
exactamente os mesmos, o que vem confirmar a estrutura de grupos detec-
tada.

-y I | 1
= [o] o o « o) o
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v zZ b

Figura 6.1 Dendrograma para os planetas do sistema solar com base nas
varidveis didmetro, massa, densidade e gravidade (dados estandardizados,
método da ligagio média).

6.2.2 Dados dos cenarios faciais

A Figura 6.2 mostra o resultado do método da ligacdo média aplicado &
matriz de dissemelhancas da Tabela 1.4. Como se vé é possivel identificar
trés clusters, precisamente aqueles que ja tinham sido detectados por obser-
vacgao visual da Figura 3.11. Esta concordéancia serve, de certo modo, para
confirmar a existéncia de uma estrutura de grupos subjacente aos dados e
por outro lado confirma o valor da representacao grafica como método de
pesquisa de clusters num conjunto de dados.

6.2.3 Dados dos alimentos

Esta ¢ a altura de submeter os dados dos alimentos a uma analise de clus-
ters e comparar os resultados com os resultados obtidos graficamente no
Capitulo 3. Comparando as Figuras 6.3 (a) (dados nao estandardizados) e
6.3 (b) (dados estandardizados) verifica-se que esta tltima apresenta uma
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I

Figura 6.2 Dendrograma para os objectos correspondentes & matriz de dis-
semelhancas da Tabela 1.4 (método da ligagao média).

~ » N © ~ o - =] - w

estrutura de grupos mais proxima daquela que é revelada pelos métodos
eraficos. Nota-se ainda que a estrutura hierérquica é mais fina do que a dos
métodos gréficos. pois consegue construir clusters mais pequenos o que se
torna por vezes muito dificil na analise grafica. Veja-se, por exemplo, que
a Figura 6.3 aprsenta dois clusters distintos, { alface, couve} e {espinafres,
cenoura}, que € praticamente impossfvel identificar nos gréficos das caras
de Chernoff. estrelas e curvas de Andrews (Figuras 3.6, 3.7 e 3.8).

Um outro aspecto a reter neste exemplo é o efeito da estandardizacio. Os
dados nio estandardizados apresentam um conjunto de grupes que nao sé se
desviam dos resultados da anslise grifica como se afastam das expectativas
que se tém da aplicacao do senso comum. Com os dados estandardizados
o feijdo nio revela a sua condicao de outlier e a pescada junta-se & batala
e depois a cebola sugerindo que o critério de agregacio estd mais assente
nos gostos da cozinha portuguesa do que propriamente na composicéo dos
alimentos. Com dados estandardizados a pescada fica junto A vaca e a0
frango que parecem ser 0s seus companheiros mais adequados.

Para destacar a importancia da estandardizagao aplica-se o método da
ligagio completa aos dados artificiais da Tabela 2.9. Como se observa na
Figura 6.4, realizar a andlise sobre dados nao estandardizados ou dados
estandardizados é uma decisao vital pois os resultados sao geralmente dife-
rentes e muitas vezes radicalmente diferentes o que pode ter consequeéncias
profundas nas conclusoes da investigagao que estiver a ser realizada.
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(a) dados nao estandardizados
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(b) dados estandardizados
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(a) dados nao estandardizados

) B

] - - o~ o W ~

(b) dados estandardizados

Figura 6.4 Dendrograma para os objectos da Tabela 2.9 (método da ligagdo
completa).
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6.2.4 Dados das caracteristicas fisicas de raparigas

A matriz de correlagies destes dados (Tabela 3.3) foi usada para produgir
a matriz de dissemelliancas da Tabela 6.1, fazendo djj = 1— rij, onde r; é
o coeliciente de correlngao entre as varidveis i e J.

O resultado do método da ligacio média aplicado a esta matriz de dis-
semelhangas (Figura 6.5) destaca dois clusters que coincidem precisamente
com os clusters visualizados na Figura 3.12. Isto vem corroborar novamente
o que ji foi dito em 6.2.2 sobre a utilidade dos métodos grificos e sobre a
importancia de usar varios métodos de anglise para o estudo dos mesmos
objectos.

0.6
|

0.5

0.3

0.2

0.1

envergadura
antebraco
altura

tibia

peito-d
peito-¢

peso

anca

Figura 6.5 Dendrograma para as varidveis correspondentes & matriz de
dissemelhancas da Tabela 6.1 (método da ligagdo média).
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6.3 Um exemplo completo: caracteristicas de
modelos de automéveis

E o desenvolvimento gradual de uma andlise de clusters que este exemplo
pretende dar a conhecer. Como o ntimero de objectos e de varidveis nio é
pequeno, o exemplo também permite imaginar o volume e a delicadeza do
trabalho a efectuar em situagées em que o nimero de variaveis e o niumero
de objectos san grandes.

O objectivo deste estudo (Branco e Valente. 1996) é agrupar automdéveis
(objectos), identificados pelas suas marcas e modelos, com base num con-
junto de caracteristicas (varidveis) neles observadas. Os dados foram retira-
dos de uma longa lista de automéveis, com as suas caracteristioas, publica-
dos na revista AUTOMOTOR de Marco de 1996 (38 marcas, 942 modelos
e 54 caracterfsticas). Para o estudo foram seleccionados 35 modelos apenas,

Dados sobre automéveis constifuem informagao muito rica uma vez que
0 automovel tem associadas muitas caracteristicas e que ¢ [4cil observar e
medir essas caracterfsticas. Esta informacao preciosa é procurada, en revis-
tas da especialidade, pelo piiblico em geral que deseja comprar e vender este
bem de consumo. Os estatisticos apreciam este tipo de informagao e tém-se
servido dela para ilustrar o funcionamento tanto de software como de uma
variedade de métodos estatisticos, como se pode observar e Chambers
and Hastie (1992), Lock (1993) e Venables and Ripley (1999).

No estudo da AUTOMOTOR. as varidveis sio acompanhadas de uma
descrigao.

Lista de varidveis (originais):

—_

Tipo de carrocaria

[\

. Ndmero de portas

w

. Preco

—~

. Fquipamentos

- ABS

- air-bag condutor

~ air-bag passageiro

- alarme antifurto

- wmobilizador

- ar condicionado

- regulagao de apoio lombar do banco do condutor
- regulagdo da altura do banco do condutor
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- regulacdo eléctrica do banco do condutor
- bancos desportivos

- bancos em pele

- bancos traseiros rebativeis

- computador de bordo

- direcgao assistida

- wolante reguldvel em altura

- volante requldvel em alcance

- elevador eléctrico dos vidros da frente
- elevador eléctrico dos quatro vidros

- retrovisores eléctricos

- fecho centralizado

- fecho centralizado com comando a distancia
- pintura metalizada

- fardis antinevoeiro

- jantes de liga leve

- tecto de abrir manual

- tecto de abrir eléctrico

- som-pré-equipamento

- som-rddio+cassetes

- som-rddio+ CD

. Consumo

- a 90 km/h (litros aos 100 km)

- a 120 km/h (litros aos 100 km)
- urbano (litros aos 100 km)

- capacidade do depdsito (litros)

- autonomia (km)

. Motor

- cilindrada {(cc)

- tipo de combustivel (gasolina/gaséleo)

- poténcia (cv)

- bindrio (kgm/rpm)

- transmissdo (dianteira. traseira, integral)
. Performance

- velocidade mdzima (km/h)

- aceleracdo 0-100 km (segundos)

- relagdo peso/poténcia

. Peso e dimensades

- peso (kg)
- capacidade da mala (litros)
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- comprimento (inm)
- largura (mm)
- altura (imm)

9. Custos

- custo por km
- sequro de responsabilidade civil
- seguro de danos proprios

10. Anos de garantia

Seleccao e organizacio das varijveis:

Nem sempre a totalidade das varidveis observadas num determinado estudo
¢ interessante para a anilise. Algumas nao contribuem para os objectivos
do estudo e oufras sao redundantes na medida em que a caracteristica que
representam se encontra bem correlacionada com outras varidaveis. Tendo
em conta estes argumentos foram eliminadas algumas varigveis.

Varidveis eliminadas:

e Prego, custo por km, sequro de responsabilidade civil e seguro de danos

PToprios.

Estas varidveis estao relacionadas com encargos financeiros. Conio o
que se pretende comparar sao os préprios automéveis. estas varidveis
nao devem ser tidas em conta.

Autonomia e relacao peso/poténcia.

A varidvel autonomia é fungao das outras quatro varidveis do item
consumo e a varidvel relagdo peso/poténcia é funcao das varidveis
peso e poténcia.

Redugéo de varidveis bindrias no item equipamento:

Substituir as duas varidveis elevador eléctrico dos wvidros da frente
e elevador eléctrico dos quatro widros pela varidvel ordinal elevador
eléctrico dos vidros, com trés niveis: sem elevador, elevador s6 para
os vidros da frente e elevador para os quatro vidros.

Substituir as duas varidveis fecho centralizado e fecho centralizado
com comando a distancia (a existéncia da segunda implica a existén-
cia da primeira) pela varidvel ordinal fecho centralizado com trés
niveis: sem fecho centralizado, com fecho centralizado e com fecho
centralizado com comando & distancia.
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e Substituir as varidveis tecto de abrir manual e tecto de abrir eléctrico
por uma variavel ordinal tecto de abrir com trés niveis: sem tecto de
abrir. com tecto de abrir manual e com tecto de abrir eléctrico.

e Substituir as varidveis som-pré-equipamento, som-rddio+cassetes e
som-rddio+ CD pela variavel ordinal som com quatro niveis: sem pré-
equipamento de som, com pré-equipamento de som, com equipamento
de som rédio--cassetes e com equipamento de som rddio+cassetes+CD.
Note-se que de uma leitura dos dados confirma-se que todos os au-
toméveis com CD tém também equipamento de radio+cassetes.

Construcao de medidas de proximidade:

Feita a selecgdo de varidveis os dados ficam reduzidos a 35 modelos e 42
varidveis e o préximo passo é procurar uma medida de proximidade para
estes dados. Neste exemplo estdo presentes todos os tipos de varidveis ja
referidos. As variaveis podiam entdo ser agrupadas de acordo com o seu
tipo e em seguida proceder-se & construgao de um indice de semelhanca
combinado. Contudo isso nio parece adequado neste caso pois dar-se-ia
a mesma importancia a todas as varidveis do mesmo tipo. Ora, parece
natural pensar que, por exemplo, as varidveis binarias, {4po de combustivel
e retrovisores eléctricos n&o tém a mesma importancia. E o mesmo acontece
com as varidveis quantitativas cilindrada e comprimento. Para tornear estas
dificuldades adoptou-se outro critério. As varidveis forem agrupadas por
itens. determinou-se uma medida de proximidade para cada item e calculou-
se uma média ponderada tendo em conta a importancia relativa de cada
um dos itens. Como é evidente esta ponderagdo é subjectiva, mas existe
sempre muita subjectividade na escolha de uma medida de proximidade.

Lista de itens:

1. Aspecto geral do carro

Variavel qualitativa nao bindria: tipo de carrogaria (Esta varidvel tem
os seguintes niveis: Hatchback (H) - dois volumes com 3 ou 5
portas; Liftback (L) — dois volumes e meio com 5 portas; Sedan
(S) - trés volumes de 4 portas: Break (B) — carrinha, dois volu-
mes, 5 portas: Coupé (Cp) — dois volumes e meio com 3 portas
ou trés volumes e 2 portas: Cabrio (Cb) — descapotavel derivado
de um modelo fechado. com 4 ou 5 lugares e 2 portas; Roadster
(R) — descapotavel desportivo de 2 lugares e 2 portas; Todo-o-
terreno (TT) ~ dois volumes com 3 ou 5 portas e tracgao integral:
Van (V) — comercial derivado de hatchback ou de uma break, 2
lugares e 3 portas; Monovolume (M) — um Gnico volume com 5
portas e habitdculo modulavel.)
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Varidveis quantitativas: nimero de portas, peso, capacidade da mala,
comprimento, largura, altura.

2. Iiquipamento

Varidveis bindrias: ABS, air-bag condutor, wmir-bag passageiro, alarme
antifurto, imobilizador, ar condicionado, regulagao de apoio lom-
bar do banco do condutor, requlacio da altura do banco do condu-
tor, regulagao cléctrica do banco do condutor, bancos desportivos,
bancos em pele, bancos traseiros rebativeis, computador de bordo,
direcgdo assistida, volante reguldvel em altura, volante requldvel
em alcance, retrovisores eléctricos, pintura metalizada, fardis
antinevoetro, jantes de liga leve.

Variaveis ordinais: elevador eléctrico dos vidros, fecho centralizado,
tecto de abrir, som.

3. Consumo

Varidveis quantitativas: a 90 km/h, a 120 kn/h, urbano, capacidade
do depdsito.

4. Motor
Variaveis quantitativas: cilindrada, poténcia, bindrio.
Varidvel qualitativa nio bindria: transmnissio.
Varidvel bindria: tipo de combustivel.

5. Performance
Varidveis quantitativas: wvelocidade mduzima, aceleracao 0-100 km.
6. Anos de garantia

Varidvel quantitativa: anos de garantia.

Foi entao definido o coeficiente de semelhanca para cada tipo de varidvel.

Varidveis quantitativas: o coeficiente de semelhanca de Gower;
Varidveis qualitativas bindrias: o coeficiente de concordancia simples;
Varidveis ordinais: o coeficiente I —|r—s|/l (férmula (2.12) na pég.
36).

Para as varidveis qualitativas tipo de carrocaria e transmissio nio parece
adequado decompa-las em varidveis bindrias. De lacto, a diferenca entre
um sedan e um coupé é inferior & diferenca entre um sedan e um todo-o-
terreno, e isso deve reflectir-se no coeficiente. Do mesmo modo, a diferenca
entre uma transmissdo integral e ma transmissao dianteira é major (ue a
diferenca entre uma transmissio dianteira e uma traseira. Assim oplou-ge
por construir matrizes de semelhancas que reflectissem esta situacao.
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Tipo de carrogaria: considerando os niveis de semelhanga.

muito diferentes
diferentes
semelhantes

muitos semelhantes

construiu-se a matriz da Tabela 6.2 e que reflecte a opinido dos autores do
estudo.

Tabela 6.2 Semelhancas entre os niveis da varidvel Tipo de carrogaria.

H L S B Cp Cb R TT V M

H

L 4

S 3 3

B 3 3 3

Cp 4 4 3 3

6 2 B BE 2 2

E B 22 2 2 1
TT 1 1 1 1 1 1 1
v 1 1 1 2 1 1 1 1
M 1 1 1 2 1 1 1 1 2

Para transformar estes valores em coeficientes de semelhanca com valores
entre 0 ¢ 1 podemos depois multiplicé-los por 1/4.

Transmissdo: considerando os niveis de semelhanca,

1. diferentes

2. semelhantes

construiu-se a matriz seguinte

D T I
D
T 2
I 1 1

a qual pode ser multiplicada por 1/2 para obter coeficientes de semelhanca
com valores entre 0 e 1.
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Ponderagoes dentro de cada item:

Os pesos associados a cada varidvel dentro de cada item sdo os seguintes:

Aspecto geral do carro

Média aritmética entre o coeficiente atribuido & varidvel tipo de car-
rogaria € o coeficiente atribuido ao conjunto de varidveis quantitati-
vas.

IEquipamento

Média entre o coeficiente atribufdo ao conjunto de varidveis bingrias e
o coeficiente atribuido ao conjunto de variaveis ordinais. Esta média
serd ponderada pelo nimero de varidveis envolvidas em cada coefi-
ciente (20 binérias e 4 ordinais).

Consumo

Média aritmética entre o coeficiente atribuido & varidvel capacidade
do depdsito e o coeficiente atribuido ao conjunto de trés varisveis que
dizem respeito ao consumo propriamente dito (consumo a 90 km/h,
a 120 km/h e urbano).

Motor

Média ponderada entre o coeficiente atribuido ao conjunto de va-
ridveis quantitativas (cilindrada, poténcia, bindrio) e o coeficiente
atribuido ao conjunto de varidveis qualitativas (transmissio e tipo
de combustivel), no sentido de dar maior importancia ao primeiro
coeficiente. Pesos: 3 e 1.

Performance

Neste item hd apenas duas varidveis quantitativas, por isso nio h#
problemas.

Anos de garantia

Uma s6 variavel.

Pesos a atribuir aos diferentes itens:

Estes pesos refectem a opiniao dos autores do estudo sobre a importancia
relativa dos diferentes itens.

Aspecto geral do carro — 3
Equipamento — 2
Consumo — 2

Motor - 3

Performance — 1

Anos de garantia — 1
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Para exemplificar considere-se o caleulo do coeficiente de semelhanga en-
tre um Ferrari F355 Spider e um Fiat Punto 55 S com 3 portas.

1. Aspecto geral do carro

Variaveis
T carro. n. portas pese mala  comp. larg.  alt.
Ferrari R 2 1350 220 4250 1945 1170
Punto H 3 840 275 3760 1625 1450

Coeficiente de semelhanca para a variavel qualitativa:
2% ! 0.4
51 = —-=04.
‘ 5

Coeficiente de semelhanca para as varidveis quantitativas:

1 |2 — 3| |1350 — 840|
52:g[<1———R1 >+<1~—————R2 >+
1170 - 1450|
i (1 Rs ﬂ

Coeficiente de semelhanga para o item aspecto geral do carro:

s+ 52
Sa= —5 -

2. Equipamento

Varidveis binarias
101001101111
01 000000CGO0O

Ferrari 1

1100110
Punto 0 0 0 0 1 0 0 O

[en]
(e}

O que no formato da Tabela 2.5 da

Punto
1 0
110 13
Ferrari
0] 2 5

Utilizando o coeficiente de concordancia simples vem

0+5 1
S —_——
T 0+134+2+5 4
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Varidveis ordinais

elevador Jecho tecto
eléctrico  centralizado  abrir  som
Niveis
N. total 3 3 o) 4
Ferrari 2 2 3
Punto 1 1 1 1

pelo que

R NENET
R

Coeficiente de semelhanca para o item equipamento;

208 + 48
=

O procedimento continua para os quatro itens restantes obtendo-se Se {con-
sumo), sy (motor), s, (performance) ¢ sy (anos de garantia).

Finalmente, o coeficiente de semelhanca global entre estes dois automéveis

’

(&0

35a+ 280+ 25+ 35 + lsp+ Lsg

12 ’
Procedendo de igual forma para os restantes pares de automédveis obtém-
se a malriz de semelhancas, S. Bsta foi depois convertida na matriz de
dissemelhancas, D =1— 8, que se apresenta nas Tabelas 6.3 e .4.

SFERGT FIATP =

Uma vez construida a matriz de dissemelhangas foram ensaiados vérios
métodos de andlise tendo-se conecluido que trés deles (ligagho média, ligacao
completa e Ward) conduzem essencialmente a (rés clusters bem destacados
(ver Figuras 6.6, 6.7 e 6.8) o que leva a concluir que hd uma clara estrutura
de grupos subjacente aos dados. O resulfado do método da ligacao simples,
também ensajado, distancia-se muito dos outros trés resultados e nao revela
estrutura.

Tomando o resultado do método Ward como termo de COMpara¢ao nota-
se apenas que o resultado da ligagao média isola LROVTE num novo cluster
que € singular, e que o resultado da ligagio completa faz mudar o par
LANCD e VOLKG do cluster que se vé a esquerda na Figura 6.8 para o
cluster central da Figura 6.7,
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AR145
ARSPI
AUDI4
AUDI8
BMW31
BMW85
CITAX
CITXM
FERGT
FIATP
FIATB
FORDE
FORDS
HONDC
HYUDA
LADAS
LANCY
LANCD
LROVE
MEREC
MERSL
NISSM
NISSP
OPELC
OPELW
PEUGS
RENCL
RENLA
ROVER
SAAB9
SEATI
SUZUK
TOYTC
VOLKG

LROVE MEREC MERSL NISSM NISSP OPELC OPELW PEU

0.54
0.43
0.48
0.27
0.51
0.41
0.67
0.31

0.37
0.15
0.31
0.24
0.28
0.28
0.46
0.22
0.36
0.44
0.43
0.42
0.26
0.39
0.41
0.43
0.41
0.24
0.37

0.54
0.42
0.40
0.16
0.48
0.21
0.66
0.31
0.20
0.63
0.59
0.59
0.32
0.55
0.60
0.63
0.60
0.42
0,30
0,32

0.13
0.38
0.26
0.54
0.22
0.50
0.02
0.42
0.64
0.03
0.17
0.08
0.41
0.15
0.07
0.03
0.06
0.27
0.67
0.46
0.65

0.20
0.31
0.13
0.37
0.21
0.48
0.26
0.36
0.62
0.23
0.12
0.20
0.25
0.18
0.23
0.25
0.22
0.25
0.55
0.40
0.49
0.25

0.13
0.37
0.25
0.54
0.21
0.49
0.04
0.41
0.64
0.03
0.16
0.07
0.41
0.14
0.07
0.03
0.05
0.26
0.66
0.45
0.65
0.03
0.25

0.32
0.26
0.28
0.19
0.29
0.33
0.44
0.14
0.41
0.41
0.36
0.36
0.18
0.33
0.39
0.41
0.38
0.22
0.32
0.21
0.34
0.44
0.34
0.43

0.32
0.26
0.26
0.31
0.32
0.42
0.44
0.26
0.50
0.42
0.36
0.36
0.22
0.31
0.38
0.41
0.39
0.27
0.36
0.31
0.44
0.43
0.33
0.43
0.23

0.13
0.36
0.24
0.52
0.21
0.49
0.03
0.41
0.62
0.04
0.17
0.08
0.41
0.14
0.04
0,04
0.05
0.26
0.66
0.43
0.63
0.03
0.25
0.04
043
0,41

0.27
0.25
0.24
0.22
0.24
0.33
0.39
0.08
0.40
0.36
0.31
0.31
0.17
0.25
0.34
0.36
0.33
0.16
0.35
0.24
0.38
0.38
0.32
0.38
0.14
0.25
0.38

0.26
0.19
0.14
0.18
0.22
0.36
0.37
0.19
0.45
0.35
0.30
0.31
0.14
0.26
0.33
0.35
0.33
0.16
0.39
0.23
0.32
0.37
0.21
0.36
0.18
0.27
0.36
0.18

0.29
0.12
0.23
0.30
0.23
0.36
0.38
0.24
0.43
0.37
0,33
0.33
0.23
0.29
0.32
0.35
0.34
0.17
0.43
0.12
0.42
0.37
0.30
0.37
0.24
0.24
0.35
0.22
0.18

0.28
0.37
0.31
0.56
0.32

0.44
0.38
0.24
0.46
0.42
0.38

0.16
0.39
0,27
0.56
0,25
0.53
0.03
0.45
0.66
0.06
0.20
0.12
0.45
0.18
0.07
0.07
0.09
0.30
0.70
0.47
0.67
0.04
0.28
0.06
0.47
0.45
0.04
0.42
0.40
0.39
0.27

0.09
0.26
0.15
0.40
0.14
0.41
0.19
0.25
0,52
0.18
0.17
0.14
0.29
0.05
0.15
0.17
0.17
0.18
0.52
0.35
0.51
0.19
0.21
0.18
0.29
0.28
0.18
0.22
0.23
0.25
0.29
0.22

0.14
0.19
0.17
0.31
0,17
0.37
0.26
0.22
0.47
0.23
0.22
0.20
0,23
0.18
0.22
0.23
0.20
0.07
0.44
0.28
0.43
0.25
0.23
0.25
0.23
0.28
0.25
0.17
0.16
0.21
0.35
0.28
0.15

G8 RENCL RENLA ROVER SAAB9 SEATI SUZUK TOYTC VOLKG VOLVO

0.28
0.27
0.26
0.22
0.26
0.31
0.40
0.10
0.37
0.38
0.33
0.32
0.17
0.25
0.35
0.37
0.37
0.21
0.34
0.24
0.35
0.39
0.34
0.39
0.15
0.26
0.39
0.12
0.18
0.23
048
0.42
0.21
0.21
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Figura 6.6 Dendrograma de ligagio média para dados de 35 automdveis.

A caracterfstica que parece ter presidido & formagao dos grupos ¢ o prego
do automével. O preco cresce de grupo para grupo, como se observa nos
trés dendrogramas em analise. Sendo assim percebe-se a deslocagao de
LANCD (LANCIA Delta HPE 2.0 HF 16v) e VOLKG (VOLKSWAGEN
Golf GTI 2.0 16v) entre clusters, uma vez que estes automoveis se encon-
tram na zona intermédia entre precos médios e altos. Percebe-se também a
inseguranga de LROVE (LAND ROVER Range Rover 4.6 HSE) dentro do
seu grupo, pois trata-se de um automével que apesar de dispor de grandes
potencialidades difere dos seus pares na funcionalidade e no preco que €,
apesar de alto, significativamente mals baixo do que os outros automéveis
do mesmo grupo.

O tratamento dos dados usando multidimensional scaling produziu o re-
sultado que se apresenta na Figura 6.9. Foi feita a correspondéncia da
totalidade dos objectos a 35 pontos do espago de dimensdo 42, R*, que
em seguida foram amalgamados permitindo a sua representagao num es-
pago de duas dimensoes, IR2. Esta representacio é aceitdvel de acordo com
os critérios estabelecidos pelo método multidimensional scaling (stress =
8%). A Figura 6.9 revela duas dimensoes importantes que contribuem para
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Figura 6.7 Dendrograma de ligagéo completa para dados de 35 automdveis.

a estrutura dos objectos:

(i) prego — baixo, médio, alto e elevado, ao longo do eixo horizontal;
(it) funcionalidade — desportivos, utilitdrios e especiais, ao longo do eixo
vertical.

Note-se que a anélise de clusters tem dificuldades em distinguir o bloco de
precos baixos do bloco de precos médios (ver Figuras 6.6, 6.7 e 6.8) e nao
mostra a dimensao funcionalidade.

Conclusoes do estudo:
Resultados

(i) O resultado final néo contradiz as expectativas e o conhecimento que
em geral se tem deste assunto, o que leva a concluir que a estratégia
seguida é adequada.
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Figura 6.8 Dendrograma de Ward para dados de 35 automdveis.

(if) O resultado final foi enriquecido e clarificado mediante a utilizacio do
método multidimensional scaling.

Recomendacgoes

(i) A orientagéo que é, em geral, indicada para a construcao de semelhancas
deve ser tomada como guia e nao como receita a aplicar de forma
acritica. Cada caso é um caso e deve ser cuidadosamente escalpelizado
por aqueles que conhecam bem o assunto.

(i) O recurso a vérias anélises e a utilizagdo de outros métodos multiva-
riados é um processo de validar ¢ clarificar as conclusoes.
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Figura 6.9 Representacio MDS para os dados de 95 automdveis.
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Tabela 6.6 Dados de nulrientes em Carnes e Peives por cada 3
ongas (A=Assado, C=Cozido, D=Defumado, FE=Enlatado, F=Frito,
FE=Fervido, ('=Grelhado).

Descri¢ao dos Energia Proteina Gordura Calcio Ferro
alimentos (Kcal) (g) (g) (mg) (mg)
Carne estufada 340 20 28 9 26
Hamburguer 245 21 17 9 27
Carne/A 420 15 39 7 2
Bife 375 19 32 9 26
Carne/E 180 22 10 17 37
Galinha/G 115 20 3 8 14
Galinha/E 170 25 7 12 15
Coragio 160 26 5 14 5.9
Perna de ovelha/A 265 20 20 9 26
Mao de ovelha/A 300 18 25 9 23
Presunto/D 340 20 28 9 25
Porco/A 340 19 29 9 25
Porco/FE 355 19 30 9 24
Lingna 205 18 14 w285
Costeleta de vitela 185 23 9 9 27
Bluefish/C 135 22 4 25 06
Ameéijoas/cru 70 11 1 82 6
Améijoas/E 45 7 1 74 54
Siri/E 90 14 2 38 0.8
Haddock/F 135 16 5 15 0.5
Cavala/G 200 19 13 5 1
Cavala/E 155 16 9 157 1.8
Perca/F 195 16 1 14 1.3
Salmao/E 120 17 5 159 07
Sardinha/E 180 22 9 367 25
Atum/E 170 25 7 7 1.2
Camarédo/E 110 23 1 98 2.6
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Exercicios

6.1 Considere os dados dos planetas registados na Tabela 1.1.

(a)

(b)

Faca uma andlise de clusters usando as varidveis distdncia ao
Sol, translagdo e rotacao. Considere varios métodos de andlise
e use os dados brutos e os dados estandardizados. Comente os
resultados obtidos.

Responda ao que é pedido na alinea (a) mas servindo-se das
variaveis massa, densidade e gravidade. Compare os resultados
obtidos com os resultados da alinea (a) e diga o que pode con-
cluir.

6.2 A Tabela 6.5 contém dados relativos aos antigos paises da Uniao
Europeia (UE-15), aos paises recém chegados & UE (UE-10) e ainda
sobre trés paises, Bulgaria, Roménia e Turquia, que se encontram em
fase de adesao.

(a)
(b)

Realize um estudo global, com base em métodos de andlise de
clusters, que inclua todos os paifses presentes na Tabela 6.5.
Considere dois blocos de paises, os antigos, UE-15, e os UE-10
que aderiram recentemente. Compare estes resultados parciais
com o resultado global obtido em (a).

6.3 Considere os dados da Tabela 6.6.

(a)

Realize um estudo global dos dados com base em métodos da
anédlise de clusters. Considere métodos hierdrquicos e nao hie-
rarquicos. Descreva brevemente o trabalho que realizou e faga
uma analise comparativa e um comentério critico as solugoes que
encontrou.

Repita o estudo usando dados estandardizados.

Faca o estudo pedido em (a) e (b) para os alimentos do grupo
da carne.

Faca o trabalho pedido na alinea (c) usando os alimentos do
grupo do peixe.

Termine com um comentdrio final sobre os resultados de todas
as analises.
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