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SUMÁRIO:

!!!! Este artigo debruça-se sobre o problema da análise de dados categorizados quando os
dados incluem unidades cuja resposta a todas as variáveis não é integralmente conhecida.
Pretende-se nele rever e desenvolver a aplicação da abordagem por máxima
verosimilhança baseada num modelo amostral Multinomial munido de uma estrutura não
informativa para o processo de não-resposta (ou de censura).  Os resultados dessa
aplicação são descritos em formulação matricial apropriada para a sua implementação
computacional de uma forma independente da configuração da tabela de contingência e do
padrão de incompletude dos dados.
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ABSTRACT:

!!!! This is an article dealing with the analysis of categorical data when some sample units are
not fully classified.  It is intended to review and develop the application of the maximum
likelihood approach when based upon a Multinomial sampling model provided with a non-
informative structure for the non-response (or censoring) process.  The results of such
application are described in matrix terms suitable for their computational implementation
regardless of the contingency table shape and the data incompleteness pattern.

KEY-WORDS:

!!!! Multinomial distribution, data missing at random, ignorable censoring, informative
censoring, maximum likelihood methodology, strictly linear models, log-linear models.



1. DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

Consideremos um processo de classificação de n unidades amostrais segundo

variáveis categorizadas cuja distribuição conjunta se representa numa tabela de contingência

com m celas.  Razões várias fazem com que por vezes tal processo amostral seja

incompletamente observado ou registado no sentido em que nem todas as unidades aparecem

perfeitamente classificadas segundo cada uma das variáveis.

As unidades com alguma classificação omissa (também denominada censurada)

surgem registadas em classes de pelo menos duas celas da tabela que agrupamos no conjunto

c∆ .  O conjunto { }mii ,...,1},{1 ==Π  agrupa as classes em que se registam as unidades

completamente categorizadas, constituindo pois a partição mais fina do conjunto das m celas

da tabela },...,1{ m .

Vamos admitir que o conjunto c∆  é formado por 1−T  partições deste conjunto,

Ttt ,,2, K=Π , sem elementos comuns entre elas, onde se toma { }ttjt mjC ,,1, K==Π .

Este padrão de registo ocorre quando há omissão da classificação em uma ou mais variáveis

como acontece frequentemente.

Por conveniência matemática, vamos representar por [ ]ttt ,,1, K== ZZ  a matriz

particionada ( )lmm +× , ∑ == T
t tml 2 , onde cada submatriz ttt ,,1, K=Z , é representada por

[ ]ttjt mj ,,1, K== zZ  em que tjz  é um vector 1×m  indicando as categorias que pertencem à

classe tjC  através de uns, sendo as restantes componentes nulas.  Note-se que mm =1 ,

{ }jC j =1  e mI=1Z  (matriz identidade de ordem m).  Consistentemente com o exposto, os

dados observáveis são as frequências registáveis no conjunto U
T

t
t

1=
= Π∆ , denotadas por

( )ttt ,,1,NN K== , em que ( )ttjt mjn ,,1,N K== .

A análise deste tipo de dados visa geralmente os mesmos objectivos que no caso do

problema padrão de dados completos em que não existem observações omissas nem se admite

a possibilidade da sua ocorrência.  Ou seja, pretende-se traçar inferências sobre a distribuição

conjunta das variáveis categorizadas definidoras da tabela.  Para o efeito, necessita-se de

estabelecer um modelo estatístico capaz de explicar os dados observados, sendo tal o objecto

da Secção 2.



Na Secção 3 avançar-se-á com o ajustamento de modelos de omissão não-informativa

pela metodologia de máxima verosimilhança, preparando o terreno para a análise de modelos

estruturais estritamente lineares e log-lineares a desenvolver na Secção 4.  A última secção

ilustra a aplicação dos métodos descritos através de dois exemplos.

2. MODELAÇÃO

O primeiro pressuposto é o de que as n unidades amostrais foram seleccionadas

segundo um processo de amostragem aleatória simples de uma dada população com dimensão

suposta suficientemente grande.  Deste modo, considera-se que o vector ),...,1,( miyi ==y

de frequências hipotéticas que resultariam da classificação completa de todas as unidades

possui uma distribuição amostral Multinomial com parâmetro probabilístico caracterizando a

distribuição conjunta da tabela denotado por .1  , i == ∑ im1 θ),...,θ(θθ

Admitamos para a modelação do processo de registo (ou de censura) que para toda a

cela i, as iy  observações fictícias se repartem por todas as classes de ∆ contendo i de acordo

igualmente com um processo Multinomial de parâmetros Ttti ,,1, K=λ tais que 11 =∑ =
T
t tiλ .

Denotando por { }tiy  as frequências desdobradas, tem-se então que a distribuição amostral

conjunta de ( )miTtyti ,,1,,,1; KK ==  condicional em y é um produto de distribuições

Multinomiais independentes.  Consequentemente, a distribuição amostral conjunta de { }tiy  é

uma distribuição Multinomial com parâmetros { }tiiλθ .  Mas, à excepção de

{ }miny ii ,,1,11 K== , estas frequências não são observáveis.  As frequências observáveis

resultam destas frequências fictícias por agrupamento,

Ttmjyn t
Ci

titj
tj

,,2  ,,,1, KK === ∑
∈

.

Por conseguinte, a distribuição amostral conjunta de N é descrita por um modelo Multinomial

com função de probabilidade
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Este modelo, naturalmente sobreparametrizado (há mT parâmetros para apenas m+l

observações), padece previsivelmente de falta de identificabilidade, inviabilizando a



realização de inferências que não recorram a informação extra.  O processo de identificação

do modelo mais comummente considerado consiste na imposição externa de restrições nos

parâmetros do processo de registo de modo que a probabilidade condicional de registo em

cada partição tΠ  seja a mesma para todas as categorias reunidas em cada classe de tΠ , isto é,

TtmjCkiM ttjtkti ,,2  ,,,1,,,:1 KK ==∈= λλ .

Este processo 1M  é rotulado na literatura por censura não-informativa, ou ainda, segundo

Rubin (1976), por censura MAR (acrónimo de Missing At Random).  Observe-se que o

modelo estatístico sob 1M  passa a ser saturado, sendo a respectiva verosimilhança

expressável numa forma factorizada por
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onde tjλ  denota a probabilidade condicional de registo em tjC .

Note-se que esta factorização implica em caso de ausência de qualquer relação entre

θ  e }{ tjλ (e. g., sob independência a priori) que é 2L  o único factor relevante para as

inferências sobre θ  que respeitam o Princípio da Verosimilhança.  Daí que se diga que o

mecanismo de registo é ignorável do ponto de vista das inferências verosimilhancistas (em

particular, bayesianas) sobre θ .

Um caso especial de um mecanismo de censura MAR resulta da imposição mais

restritiva de uma única probabilidade condicional de censura por cada tipo de censura, i.e.,

por cada tΠ , sendo pois definido por

TtmiM tti ,,1  ,,,1,:2 KK === αλ .

Este processo é por vezes rotulado por censura MCAR (acrónimo de Missing Completely At

Random) e, contrariamente a 1M , implica pelo Princípio da Condicionalidade Generalizado

(para detalhes vide Paulino, 1991) que as inferências frequencistas sobre θ  podem basear-se

apenas na distribuição de núcleo 2L , que é agora a distribuição condicional de { }tN  dados os

totais ∑ == tm
j tjt nN 1. (Produto de T Multinomiais independentes, ),( . θttNM z′ ).

Grande parte das análises descritas na literatura assumem compreensivelmente um

mecanismo de censura não-informativa ou ignorável do ponto de vista das inferências

baseadas ou na verosimilhança ( 1M ) ou na teoria da amostragem ( 2M ).  Isto é claramente



patente no livro de Little and Rubin (1987) e no artigo de revisão sobre métodos frequencistas

(máxima verosimilhança e mínimos quadrados generalizados) de Paulino (1991) - uma

revisão suplementar mais recente (em português) do uso destes métodos encontra-se na

dissertação de Rodrigues (1996).

As análises baseadas em mecanismos de censura informativa ou não ignorável do

ponto de vista frequencista apoiam-se em outras estruturas sobre }{ tiλ  de modo a manter a

sua dependência de classificações não observadas, ou então na fixação de valores

consentâneos para }{ tiλ  com o eventual propósito de estudar a sua influência nas inferências

sobre θ , no espírito de uma análise de sensibilidade.  Referências recentes deste tipo de

análises incluem Baker and Laird (1988), Conaway (1993), Chambers and Welsh (1993),

Park and Brown (1994) e Baker (1994, 1996).

Do ponto de vista bayesiano, Dickey et al, (1987), por um lado, e Forster and Smith

(1998), por outro, são artigos recentes que ilustram bem a aplicação de métodos bayesianos

nos dois cenários acima indicados para a modelação do mecanismo de censura.  Fazendo uso

da maior flexibilidade do paradigma bayesiano em acomodar modelos inidentificáveis,

Paulino and Pereira (1992, 1995), Walker (1996) e Soares and Paulino (2000) descrevem

métodos apropriados para as inferências de interesse sem imporem restrições identificantes

nas probabilidades condicionais de censura.

Nas secções seguintes concentrar-nos-emos em descrever e desenvolver a

metodologia de máxima verosimilhança de modo a torná-la directamente aplicável a qualquer

problema de dados incompletamente categorizados na forma atrás indicada, e supostamente

explicáveis pelo modelo Multinomial munido da estrutura não-informativa MAR.  O

desenvolvimento do mesmo tipo de análise para o problema análogo de observação

incompleta de processos poissonianos está em fase de ultimação (veja-se, entretanto, Paulino,

2000 e Paulino e Soares, 2000).

3. ANÁLISE SOB OMISSÃO ALEATÓRIA

Em tudo o que segue admitimos a validade do mecanismo de censura não-informativa

1M , sob o qual N apresenta a distribuição amostral })){(,( tjtj λnM θ′z  onde }{ tjλ  denotam

agora as probabilidades condicionais de registo em todas as classes tjC .  Para a estimação por

máxima verosimilhança de θ  basta maximizar o factor 2L , o que conduz ao sistema de

equações de verosimilhança
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não sendo difícil verificar que a expressão dada corresponde à forma usual de apresentação do

algoritmo EM (a da igualdade das esperanças, condicional em N e não condicional, das

frequências fictícias y).

Como meio de tornear a lentidão do simples algoritmo EM pode-se optar pelos

algoritmos alternativos de Newton-Raphson e “scoring” de Fisher, para o que se necessita de

começar por determinar o vector gradiente do logaritmo da verosimilhança 2L  que

exprimimos em termos de θθ mm ) ,( 11 −−= 0 I , i. e., de todas as componentes de θ  à excepção

da última.  Denotando por tZ  a matriz )1()1( −×− tmm  obtida de tZ  por remoção da

última linha e coluna e definindo θθ tt Z′=  e [ ]Ttt ,...,1, == ZZ , resulta que a função score

é

[ ] [ ]( )θ′θ−θ=θ −

=

−∑  )(  )()( 1

1

1
2 ZΣZpΣZU
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t
ttt

onde  ,/) ,( .11 ttmmt N
tt

N0 Ip −−= ( )  ,...,1  , )( . TtNtttθt t
=θ′θ−=θ DΣ e )(θΣ é a matriz

diagonal em blocos com blocos diagonais )(θtΣ .  Segue-se então que a matriz hessiana de

)|(ln 2 NθL  pode ser compactamente representada por:
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onde ( )′−=θ′= 1,...,1  ,)/( 2
ttjtjt mjn zv  e tJ  é o vector 1)1( ×−tm de uns.

O algoritmo scoring de Fisher exige a estimação adicional dos parâmetros

( ) Tt,λ,λλ
ttmt1t ,...,1, == K  pois ( ) jtnλMλnE tjtjtjtj ,  ,},{, 1 ∀θ′=θ z .  Por maximização

restringida de )|)(( ln 11 NMλL , onde ( )TtλMλ t ,,1,)( 1 K== , ou mais simplesmente,

atendendo ao facto de o modelo estatístico sob 1M  ser saturado, as estimativas de máxima

verosimilhança das probabilidades condicionais de registo são ( )TtλMλ t ,,1,ˆ)(ˆ 1 K== ,

( ) tθtmtt
tt

nλλλ NDZ
1

ˆ
1

1
ˆ,,ˆˆ −

′
−== K .  Deste modo, obtém-se como matriz de covariância assintótica

estimada de θ̂  a matriz 
1

2 )ˆ(
−




 θ− H .

A forma do factor 1L  da verosimilhança sob 2M
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conduz a que a estimativa de máxima verosimilhança dos parâmetros desse tipo de processo

de censura seja TtNNα tt ,,1,ˆ ... K==  com ∑ == T
t tNN 1 ... .  Deste modo, o teste da razão

de verosimilhanças de Wilks de ajustamento do modelo especial de censura não-informativa

2M  é definido pela estatística
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com distribuição nula aproximada 1 , 2
)( +−=χ Tlss .  Em alternativa, o teste de Pearson para

o ajustamento de 2M  apoia-se na estatística, assintoticamente equivalente a VQ ,
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Querendo testar o ajustamento de qualquer outro modelo particularizando a censura MAR

basta aplicar mutatis mutandi o procedimento acabado de descrever.

Seja agora 1MM ⊂  um modelo arbitrário mais restritivo que 1M  para o vector λ

das probabilidades condicionais de censura MAR e H um modelo reduzido para o vector θ

das probabilidades das celas.  A estatística de teste do modelo conjunto HM ∩  sob 1M  pelo

critério da razão das verosimilhanças de Wilks é desdobrável na soma das correspondentes

estatísticas de teste de M e de H, i.e.,
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onde ( )Mλ̂  e ( )Hθ̂  denotam as estimativas de máxima verosimilhança de λ  e θ

restringidas a M e H, respectivamente.  Como notaram Williamson and Haber (1994), este

particionamento de VQ  mostra que a comparação por esse critério de qualquer par de

modelos para as probabilidades das categorias (respectivamente, probabilidades condicionais

de registo) não depende da estrutura tão ou mais reduzida que se imponha ao processo de

registo (respectivamente, processo de amostragem Multinomial).

Se o parâmetro de interesse for apenas θ  e se se pretende testar pelo critério VQ  o

ajustamento de um modelo estrutural H para ele, a estrutura apropriada é
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sendo independente do modelo M mais restrito que 1M  (e.g., o modelo de censura MCAR

2M ) que se queira aceitar como válido.  A este respeito observe-se que o recurso à estatística

de Pearson,
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já não proporciona o mesmo vantajoso resultado pois a sua expressão depende claramente de

M através das respectivas estimativas de λλλλ .  Querendo testar simultaneamente o ajuste de

2M  e H pelo critério PQ  a estatística a usar é
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4. CONCRETIZAÇÃO A MODELOS LINEARES E LOG-LINEARES

Para uma concretização adicional de resultados anteriores vamos considerar para H

algumas das estruturas habituais em dados categorizados, a saber, os modelos estritamente

lineares e log-lineares no vector das probabilidades θ .

O modelo estrutural estritamente linear é formulado em termos de equações livres por

β=θ X:H

onde X é uma matriz especificada pm ×− )1(  de característica completa ( ) mpr <=X . A

incorporação desta estrutura no logaritmo da verosimilhança ( )Nθ2L  e a sua diferenciação

em ordem a β  conduzem à função score ))(( )( 22 βθ′=β UXU L  e às seguintes equações de

verosimilhança

( ) ttmt
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onde .ttt NpN = .



A matriz hessiana associada está relacionada com a do correspondente modelo

saturado pela expressão

( ) XHXH  ))(( 22 βθ′=βL

e, por conseguinte, a correspondente matriz de informação de Fisher é
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onde ( ) ( )ttjtjtt mjnλλ ,,1,)(, K=βθ′=β= zuu .

O uso de uma destas matrizes no correspondente algoritmo de Newton-Raphson ou “scoring”

de Fisher conduz-nos à determinação da estimativa de máxima verosimilhança β̂  de β , da

qual se obtêm os valores observados das estatísticas de teste atrás citadas através das

estimativas de máxima verosimilhança ( ) β=θ ˆˆ XH .  A distribuição nula assintótica de

( )12 MHMQV ∩  e de ( )12 MHMQP ∩  é 2
)1( pms −−+χ enquanto a de ( )1MHQV  e

( )1MHQP  é 2
)1( pm −−χ .  Pelo método delta, conclui-se que a matriz de covariância

aproximada de ( )Hθ̂  é

( ) [ ] XIX ′β=



 θ   )ˆ,ˆ( ˆˆ

-1
2 λHraV L .

Saliente-se ainda que, não havendo interesse em β  nem no estudo de eventuais

reduções do modelo H, o ajustamento de H pode processar-se alternativamente através de

equivalente formulação em restrições de H, i.e.,

 0 =θC:H

onde C é uma matriz ) 1( −× ma  de característica completa pm −−= 1a  cujas linhas são

ortogonais às colunas de X.  Com efeito, a maximização restringida de ( )Nθ2ln L  pelo

método dos multiplicadores lagrangianos conduz-nos ao sistema de equações
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 θ= ZΣZV H  e ))(ˆ(ˆ Htt θ= ΣΣ , passível de resolução iterativa directa em

ordem a ( )Hθ̂ .

O modelo estrutural log-linear para as probabilidades das celas é compactamente

definido por

β+η=θ X1mH ln:



onde X  é uma matriz pm ×  tal que a característica de [ ] , X1m é p+1 .  Com a inclusão da

restrição natural 1=θ′1 , esta estrutura pode ser expressa por

)exp()exp()( β′β=βθ X1X m .

Diferenciando )|)((ln 2 nβθL  em ordem a β  obtemos a função score
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A forma destas equações mostra que a sua resolução iterativa em ordem a β  ou a θ  pode ser

feita via algoritmo EM onde o passo M pode exigir, dependendo de X, o recurso a outro

algoritmo à semelhança do que se passa com dados completos (vide Paulino, 1991).

Procedendo à diferenciação adicional em ordem a β ′  do vector gradiente de 2ln L

obtém-se a matriz hessiana
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βθ′βθ=β  que, juntamente com a função score,

permitem obter iterativamente a estimativa de máxima verosimilhança β̂  pelo método de

Newton-Raphson.  Optando pelo algoritmo “scoring” de Fisher, necessitamos da matriz de

informação de Fisher que é expressável por
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Uma vez obtido β̂  e a sua matriz de covariância aproximada estimada,
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correspondentes estimativas para as probabilidades )(βθ  e para a matriz de covariância

aproximada associada
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bem como os valores observados das estatísticas de teste VQ  e PQ  para o ajustamento de H

mencionadas anteriormente e cuja distribuição nula assintótica comum é
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5. ILUSTRAÇÃO

A metodologia descrita nas secções anteriores é aqui aplicada a dois exemplos.  Os

cálculos foram executados recorrendo a partes do programa desenvolvido por Rodrigues

(1996) e a programas adicionais, todos elaborados na linguagem matricial do sistema NTIA

(1996), semelhante à IML/SAS - é nossa intenção desenvolver a curto/médio prazo um novo

programa integrado que inclua os desenvolvimentos aqui expostos e que seja executável por

um software de maior difusão.

Exemplo 1: Este problema retracta um estudo de comparação de dois métodos de avaliação

da susceptibilidade à cárie dentária numa amostra de crianças em idade escolar e já com

dentição permanente.  O método convencional, de difícil aplicação em grande escala e de

custos elevados, baseou-se na contagem de bactérias Lactobacillus em amostras salivares.  De

acordo com o menor ou maior número destas bactérias, assim se classificou cada unidade em

baixo, médio ou alto risco.  O método de fácil aplicabilidade e de baixos custos operou esta

classificação segundo a coloração obtida com a reacção de uma amostra de saliva com a

resarzurina (azul, violeta e rosa, indicando baixo, médio e alto risco, respectivamente).

As frequências observadas, exibidas na tabela 1.1, mostram que um número

significativo de crianças não conseguiu ser classificado de acordo com esta escala gradativa

devido à ocorrência de padrões de cor intermédios.  O conjunto de frequências pode ser

encaixado no figurino estabelecido de partições do seguinte modo:
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Tabela 1.1: Frequências observadas dos graus de risco à cárie dentária

  Teste padrão

 Teste simplificado  alta  média  baixa

 alta  7  11  2

 média  3  9  5

 baixa  0  10  4

 alta/média  8  7  3

 média/baixa  7  14  7

As grandes questões de interesse neste problema respeitam à comparação dos dois métodos

em termos quer das probabilidades marginais dos graus de risco quer de alguma medida de

concordância entre as classificações operadas.

Tabela 1.2: Estimativas MV de }{ ijθ  e respectivos erros padrões na subamostra completa e
na amostra global.

Celas

 ij

ijp
)10(

)(ˆ

×

σ ijp
ijθ̂

)10(

)ˆ(ˆ

×

θσ ij )(ˆ Hijθ

)10(
))(ˆ(ˆ

×

θσ Hij

11 0.137 0.482 0.106 0.359 0.105 0.354
12 0.216 0.576 0.142 0.390 0.135 0.275
13 0.039 0.272 0.026 0.179 0.026 0.171
21 0.059 0.330 0.152 0.656 0.160 0.488
22 0.177 0.534 0.219 0.529 0.223 0.510
23 0.098 0.416 0.124 0.387 0.131 0.337
31 0.000 0.000 1.9x10-7 0.797 1.9x 10-7 0.480

32 0.196 0.556 0.165 0.455 0.156 0.393
33 0.078 0.377 0.066 0.302 0.065 0.299



Para a resposta a estas questões, já previamente abordadas segundo outros métodos ou

análises preliminares por Soares e Paulino (1998, 2000) e Rodrigues e Paulino (1998),

expõem-se na tabela 1.2 estimativas MV das probabilidades de classificação conjunta e

respectivos desvios padrões assintóticos estimados.  As colunas 2 e 3 referem-se às

proporções observadas na subamostra completa e exibem-se aqui apenas para mostrar que

uma análise condicional à amostra completamente categorizada conduz a estimativas bem

diferentes das que se obtêm com todas as unidades amostradas sob uma censura MAR e que

se apresentam nas colunas 4 e 5.

A hipótese de um mecanismo de censura classicamente ignorável, 2M , é claramente

desmentida pelos dados,

0  93.35)|(
612 ≈⇒=

=ν
PMMQV

0  40.24)|(
612 ≈⇒=

=ν
PMMQP ,

como seria antecipável da análise das estimativas MV das probabilidades condicionais de
censura MAR registadas na tabela 1.3.

Tabela 1.3: Estimativa MV das probabilidades condicionais de registo sob censura MAR.

Método

simplificado Método convencional

alta (1) média (2) baixa (3)

alta (1) 0.680 0.800 0.794

média (2) 0.204 0.424 0.415

baixa (3) 0 0.624 0.621

alta/média 0.320 0.200 0.206

média/baixa 0.476 0.376 0.379

O modelo de homogeneidade marginal 0C =θ:H , com
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C ,

apresenta um bom ajustamento,

94.0 )|( 13.0)|(
211 ≈⇒≈=

=ν
PMHQMHQ PV .

As estimativas MV dos ijθ  e erros padrões associados sob este modelo estão registados nas

colunas 6 e 7 da tabela 1.2.

Utilizando como medida de concordância entre os dois métodos o coeficiente kapa de
Cohen,
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a sua estimativa MV e o erro padrão associado (calculado pelo método delta) são dados por

090.0)k̂(ˆ , 016.0ˆ == σk .

Em suma, a análise efectuada revela que existem fortes evidências de que os dois

métodos conduzem a idênticas proporções dos graus de risco atribuídos mas com uma grande

discordância, pelo que o método simplificado não parece constituir um substituto válido do

método padrão mais caro.

Exemplo 2:  Este problema diz respeito a um estudo de caso-controlo, descrito em

Williamson and Haber (1994), envolvendo mulheres com e sem cancro do colo do útero

(variável A), classificadas adicionalmente pelo número de parceiros sexuais (variável B

categorizada em poucos se inferior ou igual a 3 e muitos no caso contrário) e pelo rendimento

anual do agregado familiar (variável C categorizada em baixo se inferior ou igual a 25000

USD e alto no caso contrário).

A tabela 2.1 de frequências observadas mostra que é apreciável o número de casos e

controlos com classificação omissa nas variáveis número de parceiros sexuais e rendimento.

A totalidade das frequências é agrupável nas seguintes partições:

81.11  , 652N , IZ === letacação compa classifipartição dΠ ;

242.2212  , 34N , )X,(X 1IZ ⊗=== m ficação  eda  classipartição  Π ;

( )2223.3313  , 102N , )X,(X        I1IZ ⊗⊗=== emçãoclassificadapartiçãoΠ ;
424.414  , 26N , X        1IZ ⊗=== emçãoclassificadapartiçãoΠ .

Tabela 2.1: Frequências observadas em mulheres

Statu do can- Número de par- Rendimento

cro cervical ceiros sexuais baixo alto omisso

controlo poucos   77 87 14

controlo muitos   94 70   8

controlo omisso   25 18 14

caso poucos   67 36   3

caso muitos 143 78   9

caso omisso   43 16 12



A questão central de interesse reside em averiguar o tipo de associação eventualmente

existente com vista a determinar o possível efeito na doença das restantes variáveis.  Para tal

vamos considerar que tais objectivos são alcançáveis de um delineamento cruzado compatível

com o modelo Multinomial em que se baseia a análise descrita neste artigo.

À semelhança do exemplo anterior, a tabela 2.2 contém várias estimativas MV das

probabilidades das oito categorias das variáveis (tidas como) respostas.  O teste de

ajustamento do modelo MCAR apresenta resultados não significativos,

 21.0  56.9)|(
712 ≅⇒=

=ν
PMMQV

19.0 90.9)|(
712 ≅⇒=

=ν
PMMQP ,

pelo que a análise subsequente de estruturas log-lineares para }{ ijkθ poderá fazer uso de tal

resultado, admitindo a validade do mecanismo de censura MCAR.

Tabela 2.2: Estimativas MV de }{ ijkθ  e respectivos erros padrões na subamostra completa e
na amostra global

Celas

ijk

ijkp

)10(
)(ˆ

×
ijkpσ ijkθ̂

)10(
)ˆ(ˆ

×
ijkθσ )(ˆ Hθijk

)10(   

))(ˆ(ˆ

×

Hθσ ijk

111 0.118 0.126 0.121 0.123 0.127 0.117

112 0.133 0.133 0.133 0.127 0.127 0.116

121 0.144 0.138 0.143 0.131 0.137 0.120

122 0.107 0.121 0.103 0.115 0.109 0.107

211 0.103 0.119 0.105 0.116 0.099 0.104

212 0.055 0.089 0.053 0.086 0.059 0.076

221 0.219 0.162 0.226 0.154 0.232 0.149

222 0.120 0.127 0.117 0.119 0.111 0.107

A tabela 2.3 indica as estimativas MV e correspondentes erros padrões dos

parâmetros log-lineares do modelo sem interacção de segunda ordem (definido segundo a

parametrização desvios de médias).  As decorrentes estimativas associadas às probabilidades

ijkθ  estão nas colunas 6 e 7 da tabela 2.2.  O resultado não significativo dos testes de

ajustamento desse modelo,



 20.0  66.1)|(
11 ≅⇒=

=ν
PMHQV ,

20.0  64.1)|(
12 ≅⇒=

=ν
PMHQP ,

mostra que não há indícios significativos de interacção de segunda ordem entre as três

variáveis, ou equivalentemente, de interacção entre B e C nos logitos de ocorrência da

doença.  Contudo, os modelos log-lineares que se lhe sucedem na escala hierárquica

apresentam todos resultados altamente significativos.  Por exemplo, o teste VQ  condicional

de anulamento da interacção entre a doença e o número de parceiros sexuais, 0: 110 =ABuH ,

dado o modelo anterior apresenta o resultado  39.24);|( 10 =MHHQV ( 0≅P  para 1 g. l.).

Tabela 2.3: Estimativas MV dos parâmetros log-lineares do modelo sem interacção de 2ª

ordem e respectivos erros padrões.

β Au1
Bu1

C
1u AB

1u AC
1u BC

1u

β̂ 0.060 - 0.176 0.185 0.196 - 0.128 - 0.056

10)(  )ˆ(ˆ ×βσ 0.377 0.403 0.381 0.400 0.382 0.413

Assim, a associação presente entre as três variáveis parece ser razoavelmente descrita

por um modelo linear aditivo nos logitos da ocorrência de cancro, reflectindo que os casos

estão positivamente associados com baixo rendimento do agregado familiar e com muitos

parceiros sexuais, conforme transparece das estimativas, reproduzidas na tabela 2.4, das

razões de produtos cruzados parciais logaritmizadas para tal modelo enquadrado na estrutura

MCAR.

Tabela 2.4: Estimativas MV do logaritmo das RPC parciais (e respectivos erros padrões) sob

o modelo sem interacção de 2ª ordem com censura MCAR.

A∆̂ln )ˆ(lnˆ A∆σ B∆̂ln )ˆ(lnˆ B∆σ C∆̂ln )ˆ(lnˆ C∆σ

- 0.225 0.166 - 0.513 0.153 0.782 0.160
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